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Premessa

Questo lavoro ¢ rivolto agli studenti che si accingono ad affrontare un corso universitario nel qua-
le la Matematica sia un requisito essenziale del processo formativo: Ingegneria, Informatica, Fisica,
Matematica, ecc.

E ormai consuetudine che i candidati all’iscrizione ad uno di questi corsi di tipo tecnico-scientifico
si cimentino in un test di matematica di base, contenente quesiti relativi agli argomenti matematici
principali che sono stati oggetto del loro studio alle scuole secondarie superiori (calcolo differenziale ed
integrale esclusi). Il primo scopo di questo test ¢ quello di rendere anzitutto i ragazzi stessi consapevoli
di eventuali lacune, o carenze culturali, di matematica elementare che, per essere tale, ¢ nel contempo
assolutamente necessaria e irrinunciabile.

In questo primo volume si sono voluti richiamare i concetti essenziali di questa matematica elementare,
corredando i richiami teorici con una serie di esempi ed esercizi esplicativi. In ogni caso gli esercizi fanno
parte integrante del testo e, spesso, molti concetti sono richiamati proprio nel corso della risoluzione
degli stessi.

Il volume ¢ diviso in due parti: nella prima sono proposti gli argomenti sviluppati nella quasi totalita
dei corsi di scuola media superiore, nella seconda alcuni argomenti piu specialistici.

Trattandosi di un testo di riepilogo di concetti in gran parte noti dagli studi precedenti, gli argomenti
non sono proposti in ordine strettamente sequenziale e, spesso, si usano in alcuni capitoli concetti che
saranno trattati in capitoli successivi. Questo in particolare succede negli esercizi, dove si fa quasi sempre
uso non solo dei concetti trattati nel capitolo, ma anche di altre nozioni note dagli studi secondari.
Inoltre non ¢ escluso che alcuni argomenti siano ripresi piu volte in diversi capitoli, magari sotto
differenti angolature, oppure semplicemente per ragioni di completezza nel corso della trattazione di
certi argomenti. In sostanza questo non ¢ un testo adatto per una “prima lettura”, quanto piuttosto
un utile strumento per una accurata sistemazione dei concetti della matematica di base. Si segnala
altresi che non sono proposte, salvo qualche eccezione, le dimostrazioni dei risultati via via enunciati,
dimostrazioni che si possono trovare in qualunque buon testo di scuola secondaria superiore.

Questo volume ha, almeno nelle intenzioni, anche un altro scopo: troppo spesso gli studenti sono
abituati, nel corso degli studi a livello di scuola media superiore, a utilizzare il libro di testo esclusivamente
come fonte da cui prelevare gli esercizi via via assegnati dal docente. Cosi non si acquisisce quella che,
invece, dovrebbe essere una abilita fondamentale e cioe la capacita di leggere un testo scientifico: la
lezione di un docente non puo mai essere sostitutiva dello studio di un libro di testo che, proprio per le
sue caratteristiche, ¢ sempre frutto di un lungo e paziente lavoro di scrittura e riscrittura, di raffinamento,
di perfezionamento, di sistemazione. In effetti una delle difficolta piu evidenti che gli studenti incontrano
al primi approcci con il metodo di lavoro universitario ¢ proprio quella di non sapersi orientare nella
lettura e comprensione del libro di testo adottato o dei testi consigliati come approfondimento, e quasi
tutti finiscono per studiare solo sugli appunti presi a lezione, magari dal compagno piu bravo, senza
tenere conto che quegli appunti possono contenere degli inevitabili strafalcioni: chi prende appunti non
¢ quasi mai un esperto della materia! Proprio per abituare lo studente alla lettura dei testi che incontrera
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nei successivi corsi universitari, il linguaggio e la forma utilizzata sono spesso piu vicini a quelli di un
testo specialistico che non a quelli di un testo propedeutico.

Questo manuale ¢ frutto del lavoro di oltre quaranta anni di insegnamento nella scuola media superiore
e nei corsi universitari di Analisi matematica, Geometria, Meccanica razionale, Fisica matematica,
Matematica e statistica, Matematica generale, Istituzioni di analisi superiore, Matematica di base, delle
universita di Padova, Udine e Trieste, e tiene anche conto dell’esperienza maturata nella gestione del
sito web www.batmath. it, e nei relativi rapporti con le migliaia di utenti dello stesso. Come ogni testo
di matematica, anche questo non puo essere esente da errori, imperfezioni, lacune: chiunque abbia
qualcosa da segnalare ¢ pregato di usare I'indirizzo di mail collegato al gia citato sito web dell’autore.
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Parte |.

Argomenti fondamentali

La prima parte del testo contiene gli argomenti di matematica di base
sviluppati nella quast totalita dei corsi di scuola secondaria superiore e so-
stanzialmente presenti nel Syllabus dell’UMI, anche se alcuni argomenti
sono trattati in maniera piu approfondita.
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1. Elementi di logica. Insiemi

In questo capitolo saranno brevemente richiamati alcuni concetti di base di logica e teoria degli insiemi,
anche con lo scopo di fissare con la dovuta precisione le notazioni utilizzate. Il concetto di insieme €
alla base di qualunque trattazione matematica ed ¢ quindi opportuno accertarsi di padroneggiare con
sicurezza i contenuti qui proposti. In particolare gli elementi di logica delle proposizioni e dei predicati,
seppur ridotti all’essenziale, sono di grande utilita nel rispondere ai quesiti sempre piu frequentemente
proposti nei test di ammissione alle facolta universitarie.

Utilizzeremo fin da subito, specie negli esempi, gli insiemi dei numeri naturali (N), interi (Z), razionali
(@) e reali (R), le cui proprieta essenziali saranno richiamate in seguito.

1.1. Logica proposizionale

La frase “La neve é bianca” esprime un fatto ritenuto da tutti vero, anzi universalmente vero. La frase
“La terra é una stella” esprime invece un fatto ritenuto da tutti falso, anzi universalmente falso. La frase
“Roma é una bella citta” esprime un fatto che puo essere ritenuto vero da certi individui e falso da altri.
Alle frasi “Non disturbare mentre faccio lezione”, “Vai a comperare il pane”, “Se lancio un dado esce il se1”,
“Domani piovera”, non puo essere attribuito un valore di verita o falsita.

Questi esempi mostrano che alcune frasi, o proposizioni, della lingua italiana (ma lo stesso succede
in tutte le lingue) assumono uno ed uno solo tra 1 valori vero e falso, in altri casi o non c’¢ accordo
sull’attribuzione di un valore di verita o falsita, oppure non ha proprio senso tale attribuzione.

Esistono anche esempi piu complessi, come I’atfermazione “Tutti i numert naturali pari maggiori di 2
sono somma di due numeri primi”. Ebbene, a tutt’oggi (2012), non ¢ possibile sapere se tale affermazione
sia vera o falsa''), benche non si sia trovato alcun caso in cui essa non ¢ verificata. Chi ¢ interessato
a questo problema ¢ invitato a leggere il bellissimo thriller matematico Zio Petros e la Congettura di
Goldbach, di Apostolos Doxiadis, Bompiani, 2007.

1.1.1. Definizioni

Tenendo conto di queste osservazioni, daremo ora una definizione di enunciato, o proposizione,
segnalando comunque che il concetto di verita e estremamente delicato e un’analisi del problema esula
dagli scopi di questa trattazione.

1Si tratta della famosa Congettura di Goldbach, proposta sostanzialmente da Christian Goldbach nel 1742. Per esempio si ha

1. 4=242

2. 6=34+3

3, 8=3+5

4. 10=34+7=545
5.
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1. Elementi di logica. Insiemi Matematica di base - 1

Definizione 1.1 (Proposizione). Si chiama proposizione o enunciato ogni affermazione che assume uno e
un solo dei due valori: vero o falso.

Si noti che ¢ implicito nella definizione data il fatto che ammettiamo che la logica che utilizziamo sia
bivalente, cioe preveda che le espressioni di cui ci occupiamo possano avere uno solo dei due valori di
verita “vero” o “falso”.

Gli enunciati possono essere costituiti da una sola affermazione, come negli esempi che abbiamo
proposto sopra, e li chiameremo enunciati atomici, oppure possono essere costituiti da piu affermazioni,
collegate tra di loro. Un esempio ¢ costituito dall’enunciato “Il sole & una stella e la terra e un pianeta”,
che si puo considerare composto da due enunciati atomici (entrambi veri) connessi dalla parola “e”. Un
altro modo per costruire nuovi enunciati e quello di usare la negazione “non”. Per esempio “La terra
non ¢ una stella” ¢ ottenuto dalla negazione dell’enunciato (falso) “La terra é una stella”.

Si chiamano connettivi le parole (come la “e” dell’esempio) che collegano tra di loro due enunciati,
oppure che operano su un enunciato (come il “non” dell’esempio) per ottenere un nuovo enunciato. A
volte il “non” ¢ chiamato un operatore invece che un connettivo, in quanto in realta non connette due
enunciati, ma agisce, “opera”, su un singolo enunciato.

Si deve notare che i connettivi collegano tra di loro due enunciati senza alcun riguardo al significato
che questi possono assumere; per esempio ¢ perfettamente legittimo I’enunciato “Parigi é la capitale del
Brasile 0 2+ 2 vale 47, che ¢ la connessione, tramite la parola “0”, di due enunciati (uno falso e uno vero).
L'unica cosa che conta ¢ il valore di verita complessivo dell’enunciato risultante.

Poiché nel linguaggio comune le parole non hanno sempre un senso univoco, in logica al posto delle
parole si utilizzano dei simboli speciali per formalizzare in maniera rigorosa i connettivi e si costruiscono
delle tavole di verita che stabiliscono le regole che permettono di dedurre la verita o meno di un enunciato
composto, una volta che sia noto il valore di verita degli enunciati componenti: queste tavole di verita
possono essere pensate come delle vere e proprie definizioni dei connettivi stessi.

1.1.2. Connettivi logici

Nel seguito indicheremo le proposizioni con simboli come 2, £, ... I connettivi che ci interesseranno
sono 1 seguenti:

— non, oppure —, negazione: non?? (oppure =) ¢ vera, se & ¢ falsa mentre ¢ falsa, se & ¢ vera;

— A, “et”, oppure “¢”, congiunzione: 2 N\ £ ¢ vera se tutte due le proposizioni sono vere, altrimenti
¢ falsa;

— V, “vel”, oppure “o%, disgiunzione: 2 V £ ¢ vera se almeno una delle due proposizioni ¢ vera,
altrimenti ¢ falsa;

— =, “implica”, implicazione: 2 = L ¢ falsa solo quando & ¢ vera e £ ¢ falsa, in particolare da
una proposizione falsa si puo dedurre qualsiasi cosa;

» «

— &, “se e solo se”, “condizione necessaria e sufficiente”, equivalenza: P <= L ¢ verase P e L
sono entrambe vere o entrambe false.

La tabella 1.1 (dove “V* indica vero e “F” indica falso) riassume in maniera formale le definizioni dei
connettivi. Si noti che la tabella 1.1 € costruita tenendo conto che ciascuno dei due enunciati atomici
ha due possibili valori di verita, e che quindi per esaminare il valore di verita di un enunciato che li
coinvolga entrambi devo esaminare tutte le situazioni che si possono presentare (si tratta di un caso
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Matematica di base - 1 1.2. Logica dei predicati

molto elementare di disposizioni con ripetizione, in particolare delle disposizioni con ripetizione di
due oggetti a due a due, ovvero 22 = 4 casi). Per il solo connettivo “non” basterebbero evidentemente
due sole righe nella tabella, in quanto in questo caso ¢ coinvolto un solo enunciato atomico. Tabelle di
questo tipo si chiamano Tavole di verita.

Tabella 1.1.: Connettivi logici e relativa tavola di verita

P2 | -P | PNL | PVL | P52 | P2
V|V ]| F A% \% \% \Y
V| F F F v F F
F|V] V F v v F
F|F| V F F \% \Y

Il connettivo => ha molta importanza in matematica. Dimostrare un teorema significa infatti
dimostrare la verita di # = £, sapendo che & ¢ vera: & ¢ detta ipotesi e £ ¢ detta tesi.

Nel costruire enunciati complessi, che utilizzino ripetutamente i connettivi indicati, bisogna prestare
attenzione all’ordine in cui le “operazioni” sugli enunciati vengono eseguite, ed eventualmente usare le
parentesi, come nelle normali espressioni matematiche.

Vediamo un esempio in cui siano coinvolti solo due enunciati, per evitare di dover costruire una
tabella troppo ampia: dati due enunciati 2 e £, costruire la tavola di verita dell’enunciato —-[(3? A

2)V(P A ﬂQ)] Si veda la tabella 1.2.

Tabella 1.2.: Tavola di verita della proposizione —-[(37 AND2)V (P A —.Q)]

P 2PN | -2 | PA-L2 [ (PANV(PA-L) | (P AV (P N-2)]
VIV \Y% F F \Y% F
V| F F \Y% v v F
F |V F F F F \Y%
F|F F v F F \%

E abbastanza frequente ['uso delle seguenti due formule che stabiliscono 1 legami tra negazione, unione
e intersezione e sono chiamate leggi di de Morgan:

(1.1) ~(PVL)=(~P)N(-2) e —(PAL2)=(-P)V(-~Q),

formule che possono essere verificate facilmente costruendo le relative tavole di verita.

1.2. Logica dei predicati

Come abbiamo detto, il senso di una proposizione sta nel poter stabilire se € vera o se ¢ falsa. Un’affer-
mazione del tipo x < —2 non ¢ una proposizione, perche il suo valore di verita dipende da x. Facendo
variare x in un opportuno insieme (che deve essere precisato) si possono ottenere proposizioni vere o
proposizioni false. Possiamo dire che si tratta di un proposizione dipendente da x, e indicarla con 2 (x):
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1. Elementi di logica. Insiemi Matematica di base - 1

x sia chiama una variabile e 2 (x) un predicato. Naturalmente si possono avere predicati che dipendono
da pit variabili, per esempio x +y >0, e in questo caso i predicati sono anche chiamati relazioni.
Come abbiamo gia osservato ¢ indispensabile precisare in quale ambiente si deve scegliere la variabile
(0 le variabili) di un predicato. Per esempio ’affermazione “x ¢ pari” ha senso se x € un numero naturale,
non ha alcun senso se x ¢ una frazione.
Fissato uno dei possibili valori di x, diciamolo x,, il predicato diventa una proposizione (che sara vera
o falsa a seconda del valore di x;), proposizione che si indica con 2 (x,).

1.2.1. Quantificatori

Nella costruzione dei predicati si usano comunemente espressioni del tipo

— esiste (almeno) un x tale che valga P (x);
— per ogni x é verificato P (x).

Per formalizzare queste frasi si usano due simboli logici, detti guantificator:

— 3, “esiste (almeno) un”, quantificatore esistenziale;
— VY, “per ogni”, quantificatore universale.

Si usa anche spesso il simbolo 3!, oppure 3! col significato: esiste uno e uno solo.

Nel caso di uso contemporaneo di piu quantificatori si deve prestare particolare attenzione all’ordine
con cui sono scritti. Un esempio chiarira il senso di questa affermazione.

Consideriamo il predicato 2 (x,y) = “x ¢ uno studente in grado di risolvere il problema y”. Allora

Yy dx tale che 2 (x,y)
significa: “qualunque sia il problema y c’¢ uno studente in grado di risolverlo”. Invece
dx Vy tale che 22 (x,y)

significa: “c’¢ uno studente in grado di risolvere qualsiasi problema”. Evidentemente si tratta di due
situazioni radicalmente diverse.

Osservazione 1.2. E opportuno rendersi conto, su un esempio classico, di come la simbologia comune-
mente usata in matematica possa facilmente dar luogo a equivoci, senza un’effettiva conoscenza delle
relazioni tra i connettivi logici.

Consideriamo ’equazione

x2:1,

le cui soluzioni si trovano scritte usualmente nella forma
x =1,

ove st intende che sia il numero 1 che il numero —1 soddisfano I’equazione (in termini logici: rendono
vero, nell’insieme dei numeri reali, il predicato “x? = 1”). Questo risultato andrebbe, piti correttamente,
espresso nella forma

x=1Vx=—1.
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Consideriamo ora la scrittura
x? #1
la cui “soluzione” ¢ usualmente scritta nella forma

x;é:l:l.

Ebbene, questa scrittura non deve essere tradotta in x # 1V x # —1, che porterebbe alla conclusione che
x2 # 1 & verificata da ogni numero reale; la traduzione logica corretta ¢, invece,

x#1Ax#£—1

in quanto quello che si intende scrivendo x # =+1 ¢ proprio il contemporaneo verificarsi delle due
condizioni su x.

Si pud notare che x? # 1 equivale a =(x? = 1) che portaa =(x = 1Vx = —1) ovvero a =(x = 1) A—(x =
—1), che viene abitualmente scritta x # 1 A x # —1: per provare questo fatto in maniera formale si puo
dimostrare, usando le tavole di verita, che =(22 V 2) e (-2 ) A (—£L) hanno gli stessi valori di verita (si
tratta di una delle gia citate Leggi di De Morgan).

Puo essere utile osservare che i due quantificatori introdotti sono tra di loro strettamente collegati:
ciascuno dei due puo essere considerato un’abbreviazione di una espressione piu complessa coinvolgente
Ialtro e 'operatore di negazione. E in effetti abbastanza evidente che dire

esiste almeno un x tale che valga P (x)
equivale a dire
non per ogni x 2 (x) non vale,

ovvero, in formule,

Ax tale che P (x) equivalea —(Vx vale -2 (x))

Analogamente, dire
per ogni x vale P (x)
equivale a dire
non esiste alcun x per cui P (x) non vale,

ovvero, in formule,

Vx vale?(x) equivale a —|(3x tale che —u@(x)).

Ad esempio, invece degli enunciati

“Esiste almeno un triangolo rettangolo”,
“Tutti gli italiani sono europei”,

possiamo usare 1 seguenti

“Non tutti 1 triangoli sono non rettangoli”,
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“Non esiste alcun italiano che non sia europeo”.

Questi stessi esempi mostrano, tuttavia, che la prima forma (quella senza la negazione) ¢ piu facilmente
comprensibile della seconda.
E altresi opportuno notare come si costruisce la negazione di una frase con quantificatore:

— la negazione di: dx tale che valga P (x) e: Vx vale =P (x);
— la negazione di: Vx vale 2 (x) ¢: Ax tale che valga = (x).

1.3. Altri simboli di base

Tra 1 molti simboli che si usano nella pratica matematica ne richiamiamo qui due, per la loro
importanza.

Se dobbiamo scrivere la somma dei numeri 1, 2, 3, possiamo tranquillamente scrivere 142+ 3, ma se
dobbiamo scrivere la somma dei numeri da 1a 1001, la scrittura esplicita diventa oltremodo pesante. Si
potrebbe pensare di ovviare con I’uso dei puntini di sospensione:

1+2+---4+99+100.

La cosa pero non ¢ esente da critiche e, soprattutto, non € sempre praticabile. Per questo si introduce il
cosiddetto simbolo di sommatoria, col quale la somma precedente si scrive

100

2
i=1

che traduce in forma compatta esattamente quello che si deve fare: sommare i numeri naturali, rappre-
sentati genericamente dalla “variabile” 7, partendo dal numero 1 e arrivando fino al numero 100. II fatto
che i numeri da sommare siano solo naturali viene sottinteso: non avrebbe alcun senso infatti sommare
numeri razionali (0, peggio ancora, reali) partendo da 1 e arrivando fino a 100.

In generale gli addendi di una somma possono essere pitt complessi, per esempio:

— 1ireciproci dei numeri naturali: 1/i,
— iquadrati dei numeri naturali: i2,
— un’espressione qualunque coinvolgente 1 numeri naturali, come il rapporto tra un naturale e il suo

successivo: /(i +1).

Se indichiamo con 4(z), 0 4;, 'espressione coinvolgente il numero naturale z, la scrittura

(1.2) i“i

2Un aneddoto, abbastanza verosimile, relativo al grande matematico tedesco Carl Friedrich Gauss (1777-1855) racconta
che all’eta di otto-nove anni il maestro, per metterlo a tacere per un bel po’, gli ordino di sommare i numeri da 1 a 100:
in brevissimo tempo Gauss forni la risposta 50 x 101 = 5050, sorprendendo anche il maestro che aveva sottovalutato
I’intelligenza del suo allievo...
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indichera la somma di tante “copie” di quell’espressione, dove al posto di 7 si devono mettere, successiva-
mente, tutti i numeri naturali dal valore iniziale m al valore finale 7. Proponiamo alcuni esempi per
chiarire ancora meglio il senso di quanto detto®®.

1O1111111

252 [ECEIRTER
%i_2+3++99+100.
~i—1 2—1 3—1 99—1 100—1’

5
— Z(—l)i =1+ (=D + (=1 + (1) P+ (=) + (=1’ =1—1+1—14+1—1(=0)

E opportuno osservare che al posto di z (che si chiama indice della sommatoria) si puo usare una
qualunque altra lettera: le scritture

n n n
E ﬂl‘ s E ﬂ]' € E a
i=m j=m k=m

sono del tutto equivalenti (naturalmente purché i valori iniziale e finale restino gli stessi e le espressioni
che coinvolgono numeri naturali siano identiche): per questo motivo I’indice i ¢ spesso detto una
variabile muta.

Giova anche ricordare che, trattandosi di somme, si possono applicare le usuali proprieta, in particolare
ci interessa segnalare quella associativa. Si vedano gli esempi che seguono.

X 2i+4  Ki+2
_Z i—1 Zzi—l’

1=2
_ f:ﬂ :(—1)§:—(_1.)i_1 :
i=0 ! i=0 !

In maniera perfettamente analoga si possono considerare prodotti al posto di somme: si parla di
simbolo di produttoria, anziché di sommatoria e si usa la scrittura:

(1.3) ﬁ“i )

ove il significato dei simboli ¢ ormai evidente.
Sommatorie e produttorie possono combinarsi tra di loro e ripetersi nella stessa espressione. In casi
del genere ¢ sufficiente applicare ordinatamente le definizioni che abbiamo dato.

? Alcuni scrivono lo stesso simbolo disponendo gli estremi in maniera leggermente diversa:

m
Zidi;
n

si tratta praticamente solo di una questione di gusto, e nulla cambia ovviamente per quanto riguarda il significato.
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Esempio 1.1.

25]<2<l—21 )=

1=1

Mm

((—2%3)+—2x4)+(—2x5)+(i—2x6)) =

N
Il
N

<(i—6)+(i—8)+(i—10)+(i—12)>:

N
Il
-

(4i —36)= 421— =

1

(1— %+Q—%+@_%+@_%+@_%}:
—8—7—6—5—4)=—120

Il
A B~
A/-\II

1.4. Assiomi, teoremi, dimostrazioni,

Prima di affrontare con dimestichezza lo studio di una qualunque parte della matematica ¢ opportuno
chiarire il significato di termini di uso quotidiano, come assiomi, teoremi, ecc. Ci accontenteremo,
naturalmente, di una introduzione semplice e schematica di questi concetti: la sola comprensione
accurata di che cosa si intenda con teoria assiomatica richiederebbe interi volumi. ..

Concetti primitivi. Termini non definiti

Proviamo ad eseguire alcuni esperimenti sulle parole utilizzando un dizionario di italiano. L'idea ¢
questa: partiamo da una parola, ne leggiamo la definizione e cerchiamo sul vocabolario una delle parole
usate nella definizione; procediamo cosi fin che non ritroviamo una delle parole gia usate: a questo
punto siamo in un circolo vizioso. Abbiamo fatto alcuni esperimenti con vari dizionari e ottenuto
piu 0 meno gli stessi risultati. Ne riportiamo alcuni, dall’edizione del 1990 del Grande Dizionario De
Agostini della Lingua Italiana. Abbiamo cercato parole attinenti la geometria, ma le conclusioni che
trarremo sarebbero sostanzialmente valide con tutte le parole.

— Punto: in geometria, ente elementare intuitivo, privo di dimensioni.

— Dimensione: ciascuna delle misure di cui ci si vale per determinare ’estensione di una superficie o
di un corpo nelle varie direzioni.

— Estensione: spazio, superficie.

— Spazio: Iestensione. ..

— Stop: circolo vizioso!

— Retta: ente geometrico definibile intuitivamente come la piu corta delle linee che congiungono
due punti e che si prolungano all’infinito nei due senst.

— Linea: in geometria, concetto intuitivo che 'immaginazione raffigura come la traiettoria tracciata
da un punto mobile.

— Thaiettoria: la linea immaginaria percorsa da un oggetto che si muove nello spazio.

— Spazio: Pestensione vuota e illimitata nella quale si immaginano immersi gli enti geometrici solidi
e nella quale sono collocati gli oggetti reali.

— Estensione: spazio, ...
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— Stop: circolo vizioso!

Per dirla con Samuel Coxeter (vedi [3]): “Un circolo vizioso illustra I'importante principio che
qualunque definizione di una parola richiede necessariamente altre parole, le quali richiedono ulteriori
definizioni. Il solo modo di evitare un circolo vizioso € di pensare certi concetti primitivi come cose
cosi semplici e ovvie che concordiamo nel non definirle.”

Dunque in ogni teoria dobbiamo assumere alcuni concetti come primitivi o come termini non definiti:
st tratta di parole sul cui significato non si da alcuna spiegazione. Nella geometria euclidea, per esempio,
tali termini sono: punto, retta, piano, giace su, tra, congruente. Nella teoria (ingenua) degli insiemi tali
termini sono: insieme, appartiene.

Assiomi

Sono proposizioni che vengono introdotte senza dimostrazione e che si riferiscono a proprieta dei
termini non definiti. Sono proprio gli assiomi che ci permettono di farci un’idea (anche fisica) di che che
cosa siano gli enti primitivi: noi non ci chiediamo che cosa siano gli enti primitivi, ci basta solo sapere
che tra di essi intercorrono certe relazioni e caratteristiche che not stessi soggettivamente attribuiamo
loro. In sostanza gli assiomi delimitano e caratterizzano gli enti primitivi, togliendo loro buona parte di
quella arbitrarieta che sembrava assoluta quando li abbiamo introdotti solo come “parole”. L'unica cosa
di cui dovremo preoccuparci ¢ di controllare che gli assiomi stessi non si contraddicano I’'uno con altro.
Purtroppo questo controllo non ¢ per niente semplice e puo richiedere lunghi e complessi dibattiti.
Lesempio pit clamoroso ¢ I’assioma delle parallele di Euclide, di cui tutti abbiamo sentito parlare.

Teoremi

I teoremi sono proposizioni dedotte, mediante ragionamento, dagli assiomi o da altri teoremi gia
dimostrati, utilizzando gli enti primitivi ed eventualmente altri oggetti via via introdotti.

Per capire la situazione consideriamo qualche esempio:

— Se scaldo la cera di una candela essa fonde.
— Se un triangolo ha due lati uguali ha anche due angoli uguali.

In queste frasi si puo individuare il seguente schema: se si verifica una prima condizione, allora
consequenzialmente se ne deve verificare una seconda. Questo tipo di proposizioni si chiamano implica-
zioni logiche. La prima condizione prende il nome di zpotesi, la seconda di tesi. La tesi ¢ dunque una
conseguenza dell’ipotesi e questa dipendenza puo essere verificata sperimentalmente (come nel caso della
cera scaldata) o mediante un preciso ragionamento, detto dimostrazione. Questo tipo di implicazioni
logiche da provare mediante un opportuno ragionamento vengono dette teoremi. La proposizione che
si intende dimostrare viene detta enunciato.

In un teorema si distinguono dunque:

— Lenunciato, cioe ’affermazione da provare, contenente:

- lipotesi, ovvero la condizione di partenza;
- latesi, ovvero la condizione che deve essere provata.

— La dimostrazione, cioe I'insieme dei ragionamenti, basati sugli assiomi o su teoremi precedenti,
che ci permettono di dedurre logicamente la tesi dall’ipotesi.
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E molto importante segnalare che ’idea che sta alla base del concetto di dimostrazione ¢ che un
qualsiasi studioso deve poter essere in grado di seguire e rifare tutti i ragionamenti utilizzati, se conosce
1 “precedenti” (cio¢ quello che ¢ gia stato assunto o dimostrato). Ovvero: la dimostrazione ¢ un
ragionamento mediante il quale un matematico puo convincere un altro matematico, che la legga, della
verita di una affermazione. Naturalmente questo avviene solo in linea di principio: man mano che la
teoria diventa piu complessa, tali diventano anche le dimostrazioni. Citiamo qui, a titolo di esempio, il
famoso teorema enorme (un teorema di classificazione dei gruppi semplici): la dimostrazione originale
occupa circa quindicimila pagine, sparse in oltre cinquecento articoli di riviste di matematica e ha richiesto
il contributo di un centinaio di matematici e circa quarant’anni di lavoro. E altamente improbabile che
una dimostrazione del genere possa essere rifatta da una sola persona, seguendo rigorosamente il metodo
del ragionamento ipotetico-deduttivo; nonostante cio questa ha diritto di chiamarsi dimostrazione.

Condizione necessaria e/o sufficiente
I teoremi possono esprimere condizioni necessarie, condizioni sufficienti o condizioni necessarie e
sufficienti: vediamo di capire le differenze.

Condizione necessaria. A € condizione necessaria per B se
B A (—A) ¢ falsa, cio¢ € una contraddizione.

La definizione formale appena data puo anche essere espressa a parole, in vari modi:

— A ¢ condizione necessaria per B se B implica A, cioe se in presenza di B ¢ presente sempre A.
— A ¢ condizione necessaria per B se mancando A, B non puo essere presente (attenzione pero:
la presenza di A non permette, in generale, di assicurare la presenza di B).

In sostanza si puo dire che quando A ¢ condizione necessaria per B, in mancanza di A ¢ inutile
andare a controllare la presenza di B, in quanto B ¢ assente sicuramente.
Condizione sufficiente. A ¢ condizione sufficiente per B se

AN (—B) ¢ falsa, cioe ¢ una contraddizione.

La definizione formale appena data puo anche essere espressa a parole, in vari modi:

— A ¢ condizione sufficiente per B se A implica B, cio¢ se in presenza di A ¢ sempre presente B.
— A ¢ condizione sufficiente per B se mancando B, A non puo essere presente (attenzione pero:
la mancanza di A non permette, in generale, di escludere la presenza di B).

In sostanza si puo dire che quando A ¢ condizione sufficiente per B, in presenza di B ¢ utile andare

a controllare la presenza di A, in quanto A non ¢ detto che sia presente.

Condizione necessaria e sufficiente. A ¢ condizione necessaria e sufficiente per B se A implica B e contem-
poraneamente B implica A, ovvero se A e B sono equivalenti.

Si vedano 1 seguenti esempi, volutamente elementari.

— Condizione necessaria perché un quadrilatero sia un gquadrato é che abbia quattro angoli retti. Se
in un quadrilatero almeno uno dei quattro angoli non é retto, il quadrilatero non puo essere un
quadrato; pero anche se 1 quattro angoli sono retti non € detto che il quadrilatero sia un quadrato.
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— Condizione sufficiente perché un numero sia pari & che termini con la cifra 2. E chiaro che se un
numero ha come ultima cifra 2 ¢ pari, ma puo essere pari anche se non ha come ultima cifra 2.

— Condizione necessaria e sufficiente perché un triangolo sia isoscele é che abbia due angoli congruenti.
Se un triangolo ha due angoli congruenti allora ¢ isoscele (cio¢ ha due lati congruenti); viceversa
se ¢ isoscele ha due angoli congruenti. In sostanza nella definizione di triangolo isoscele si pud
sostituire la proprieta di “avere due lati congruenti” con quella di “avere due angoli congruenti”.

Dimostrazioni per assurdo

Le dimostrazioni per assurdo sono molto frequenti in matematica ed ¢ bene avere chiaro come si
procede e su che basi poggia questo tipo di dimostrazione. Come gia detto, dimostrare un teorema
significa provare, a partire dall’ipotesi e utilizzando altre proprieta note o dimostrate, che una certa
affermazione, detta tesi, ¢ vera. Poiché nella nostra logica la tesi puo essere solo vera o falsa, se proviamo
che non puo essere falsa, avremo provato che ¢ vera. Per dimostrare che la tesi non puo essere falsa si
assume vero il contrario della tesi, cioe si nega la tesi, e st dimostra che questo porta a una contraddizione,
dopodiché si conclude che la tesi ¢ vera.

In questo testo si trovano parecchie dimostrazioni per assurdo, anche negli esercizi: anche se di
norma non proponiamo le dimostrazioni dei teoremi via via enunciati, spesso lo faremo proprio per le
dimostrazioni per assurdo, considerata la loro importanza e le difficolta che normalmente si incontrano.

Lemmi

Alcune volte la dimostrazione di un teorema puo essere estremamente complessa e puo richiedere un
grande numero di implicazioni logiche intermedie. In questi cast si usa suddividere il teorema in parti,
anteponendo una o piu proposizioni, dette lemmi, la cui tesi viene utilizzata quasi esclusivamente nel
teorema stesso.

Corollari

Alcune volte succede che da un determinato teorema ne seguano subito alcuni altri, la cui dimostra-
zione ¢ talmente immediata da poter essere appena accennata. Questi teoremi sono detti corollari. Si
noti che in molti casi le tesi espresse nei corollari possono essere piu importanti di quelle espresse nel
teorema principale.

Definizioni

Definire significa descrivere, con parole che si suppongono note, un oggetto. In sostanza si puo dire
che le definizioni servono a sostituire espressioni complesse con un’unica parola. Le definizioni servono
a introdurre nuovi concetti, dopo quelli primitivi.

Bisogna prestare attenzione a capire la differenza che c’¢ tra una definizione e un ente primitivo: la
definizione utilizza gli enti primitivi o teoremi gia dimostrati, gli enti primitivi sono oggetti su cui non
si fa alcuna affermazione.

Una chiarificazione completa del concetto di definizione e del suo uso in matematica sarebbe in realta
molto complessa, e ci porterebbe troppo lontano.

1.5. Insiemi

Assumiamo la nozione di insieme come primitiva, fidandoci della nostra intuizione. Volendo si
potrebbero usare delle circonlocuzioni, del tipo “un insieme ¢ una collezione di oggetti, detti elementi”, ma
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in realtd non avremmo detto nulla di significativo: ¢ come dire “un insieme € un insieme”. Abitualmente,
ma non sempre, indicheremo gli insiemi con le lettere maiuscole corsive: A4, B, ....
La scrittura

(L.4) xeA

sta ad indicare che I'oggetto x € un elemento dell’insieme A e si legge “x appartiene ad A”. La (1.4) si
puo scrivere anche A 5 x. La negazione della (1.4) si scrive

(1.5) x¢A,

che si legge, naturalmente, “x non appartiene ad A”. La (1.5) si puo scrivere anche A 3 x.
Due insiemi sono uguali se e solo se hanno gli stessi elementi. Questo si puo scrivere, usando 1 simboli
logici sopra introdotti,

(1.6) A=B & (VYxx€A& xeB).

E conveniente introdurre uno speciale insieme, detto nsieme vuoto e indicato con §, privo di elementi.
Poiché due insiemi possono essere diversi se e solo differiscono per qualche loro elemento, dovremo
ritenere che di insiemi vuoti ce ne sia uno solo.

Per assegnare un insieme possiamo usare due metodi.

1. Rappresentazione estensiva: consiste nell’elencare tutti gli elementi dell’insieme, per esempio
A= { 0,1, v/2,Roma }

2. Rappresentazione intensiva: consiste nell’assegnare gli elementi indicando una proprieta che li
contraddistingue, per esempio A = { x | x ¢ un numero naturale pari }. La proprieta caratteristica
non ¢ altro che un predicato & (x), e 'insieme contiene i valori di x per cui il predicato ¢ vero.

La seconda possibilita € soprattutto indicata per insiemi che contengano infiniti elementi e in particolare
per sottoinsiemi di altri insiemi. Anche gli insiemi infiniti pero potranno, se non sono possibili equivoci,
essere descritti per elencazione. Potremo, a volte, scrivere A= {3, 6,9, 12, ... } per indicare I'insieme
dei numeri naturali multipli di 3, ma occorre prestare la massima attenzione. Per esempio se scrivessimo

A=1{2,3,...)

non sarebbe assolutamente possibile dedurre se intendiamo riferirci ai numeri naturali maggiori o uguali
a 2, oppure al numeri primi.

Occorre poi prestare ancora piu attenzione alle rappresentazioni intensive. Esse non presentano
problemi quando si usano per assegnare sottoinsiemi di un insieme noto'*), possono invece produrre
gravi difficolta logiche in altri casi, come mostra il famoso Paradosso del barbiere®): se il barbiere &
definito come colui che fa la barba a chi non se la fa da solo, non ¢ possibile stabilire se il barbiere si
faccia o no la barba.

*E la stessa osservazione fatta a proposito dei predicati, quando abbiamo detto che si deve precisare in quale ambiente varia la
x che compare nel predicato.
>In internet si possono trovare migliaia di pagine che trattano questo problema.
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E da segnalare il fatto che, se per assegnare un insieme dobbiamo necessariamente avere un criterio
per decidere quali sono 1 suoi elementi, a volte la verifica esplicita se un elemento sta o no in un insieme
puo essere estremamente complessa. Lesempio classico di questa situazione ¢ quello dell’insieme, P, dei
numeri primi. Mentre ¢ immediato che, per esempio, 31 € IP, ¢ molto piu difficile verificare che anche
15485863 € P, e per verificare che 2#1126% _ 1 € P (uno dei pili grandi primi conosciuti a meta del
2012, con ben 12978 189 cifre) ci vogliono lunghissimi tempi di calcolo anche su un elaboratore molto
potente.

Dati due insiemi A e B, se ogni elemento di A ¢ anche elemento di B, diremo che A € un sottoinsieme
di B, o che ¢ contenuto in B, o anche che B ¢ un soprainsieme di A, o che contiene A, e scriveremo

(1.7) ACB , BDA.

Osserviamo esplicitamente che, con questa notazione, per ogni insieme A si ha A C A, cio¢ ogni
insieme € contenuto in se stesso. Per indicare che A C B, ma che esiste qualche elemento di B che non ¢
contenuto in A useremo la scrittura

(1.8) ACB, oppure BDA

e parleremo di sottoinsieme (o soprainsieme) proprio.
Alcuni usano la notazione (1.8) per indicare 1 sottoinsiemi, anche non propri. In questo caso per
indicare 1 sottoinsiemi propri si usa una delle notazioni seguenti:

ACB oppure A;B.

Tra i vari sottoinsiemi di un insieme possiamo sempre annoverare anche I'insieme vuoto: § C A, YA.
Ci potranno interessare anche sottoinsiemi costituiti da un solo elemento: se a € A, allora {a } C A.
Si noti la radicale differenza che ¢’¢ tra 1 due simboli € e C (0 C): il primo mette in relazione oggetti
diversi (elementi e insiemi), il secondo mette in relazione oggetti dello stesso tipo (insiemi).

Dato un insieme A ammettiamo di poter considerare I’insieme di tutti 1 suoi sottoinsiemi, detto
insieme delle parti e indicato con & (A). Per esempio, se A={a, b }, allora

2A)={0,{a},{b},A}.

Usando I'insieme delle parti si possono costruire, “sul vuoto”, insiemi molto complessi. Si vedano gli
esempi che seguono.

20)={0}
2@ @)={0,{0}}
2@@0)={0,{0},{{0}},{0,{0}}}
Mentre I'insieme vuoto non ha elementi, gli insiemi qui sopra proposti hanno, nell’ordine, 1, 2, 4

elementi. Torneremo in seguito sul problema del conteggio degli elementi di un insieme e dell’insieme
delle sue parti.
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1.6. Operazioni tra insiemi

Definizione 1.3 (Unione di insiemi). Dati due insiemi A e B, si chiama loro unione, e si indica con AUB,
Pinsieme formato dagli elementi che appartengono ad A, a B o a entrambi.

(1.9) AUBY (x|xeAVxeB).
Esempio 1.2. Se A={0,1,2,3}eB={2,3,4},alloraAUB={0,1,2,3,4}.

Definizione 1.4 (Intersezione di insiemi). Dati due insiemi A e B, si chiama loro intersezione, e si indica
con AN B, linsieme formato dagli elementi che appartengono contemporaneamente ad A e a B.

(1.10) ANBY (x|xcAAxeB).

Esempio 1.3. Se A e B sono come nell’esempio precedente, allora ANB ={2,3}.

Due insiemi la cui intersezione sia vuota si dicono disgiunti. L'insieme vuoto ¢ sempre disgiunto da
ogni altro insieme.

Le operazioni di unione e intersezione sono ovviamente associative e dunque si potra scrivere ['unione
o intersezione di piu insiemi senza usare alcuna parentesi.

Saremo anche interessati a considerare famiglie di insiemi: se a ogni elemento di un dato insieme A # {J
corrisponde un insieme A, la famiglia di insiemi sara denotata con

[A,|acA).

Quando non si dara adito a equivoci potremo anche denotare una famiglia di insiemi semplicemente
con { A, }, senza precisare I'insieme A di variabilita degli indici. In molte situazioni I'insieme A sara
’insieme dei numeri naturali o un suo sottoinsieme. Per le unioni di tutti gli insiemi di una famiglia
useremo scritture del tipo

+00 10
Ua s Uns U Us e
a€A n=0 n=0 ne{l,2,...k}

¢ analoghe per le intersezioni®). Potremo anche usare notazioni abbreviate come

U,

se I’insieme di variabilita degli indici € chiaro dal contesto.
Le seguenti sono alcune proprieta di uso comune dell’unione e dell’intersezione.

(1.11a) AUA=A; ANA=A;

(1.11b) AUB=BUA; ANB=BNA;
(1.11c) AUD=A4; AND=0;

(1.11d) AUBDA; ANBCA;

(1.11e) AUB=AADB; ANB=AACBH.

6Si noti ’analogia con la notazione usata per il simbolo di sommatoria.
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Valgono anche le proprieta distributive di un’operazione rispetto all’altra:
(1.12) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) , AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Si noti come le proprieta espresse dalle (1.11) e (1.12) evidenzino il fatto che le operazioni di unione e
intersezione tra insiemi sono diverse da quelle di somma e prodotto di numeri (anche se esistono alcune
analogie). Per esempio mentre AUA = A,VYA, a+a = a solo se a = 0; inoltre mentre AU(BNC) =

(AUB)N(AUC),a+(bc)#(a+b)(a+c).

Definizione 1.5 (Differenza di insiemi). Dati due insiemi A e B, si chiama loro differenza, e si indica con
A\ BY), Pinsieme formato dagli elementi che appartengono ad A ma non a B.

(1.13) A\BY (x|xcAAx¢B).

Esempio 1.4. Se A e B sono come nell’esempio gia considerato per 'unione, allora A\ B={0, 1}.

Nel caso che B C A, I'insieme A \ B si chiama anche complementare di B rispetto ad A e si indica
con 04B, o semplicemente con (B se I'insieme A ¢ precisato una volta per tutte. In molte situazioni
si conviene di fissare un insieme, detto #niverso, di cui tutti gli insiemi della teoria sono sottoinsiemi:
questo evita di avere problemi tipo quelli del paradosso del barbiere. In questo caso quando si parla di
complementare senza ulteriori precisazioni si intende sempre il complementare rispetto all’universo.

Definizione 1.6 (Differenza simmetrica). Dati due insiemi A e B, si chiama loro differenza simmetrica, e
st indica con A A B, insieme formato dagli elementi che appartengono a uno e uno solo dei due insiemi A e
B. In formule

(1.14) AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).
Esempio 1.5. Se A={1,2,3,5,7} e B={2,3,4,5,6},sthaAAB={1,4,6,7}.

Utilizzando il concetto di complementare di un insieme (rispetto all’universo) ¢ possibile scrivere le
operazioni di differenza e differenza simmetrica di due insiemi mediante le sole operazioni di unione e
di intersezione e questo spesso facilita la dimostrazione di certe proprieta degli insiemi. Precisamente si

ha:
(1.15) A\B=ANn(CB, AAB=(ANCB)U(BNCA),

come ¢ facile verificare.
In analogia con quanto fatto nella logica delle proposizioni si dimostrano facilmente le seguenti
formule, dette formule di de Morgan:

(1.16) C(AnB)=CAUlB ¢ ((AUB)=0ANCB.

Assumiamo anche un altro concetto primitivo, che utilizzeremo continuamente, e precisamente
quello di coppia ordinata, che indicheremo con (x,y), dove ¢ importante il posto occupato dagli elementi
xey:

(x,y)=(xpy) S x=x; Ay =1,

Conviene osservare esplicitamente che, in generale,

{a,b}={b,a} mentre (a,b)#(b,a).

7 Alcuni testi usano la scrittura A— B al posto di A \ B, ma questa notazione ¢ sconsigliata dalle norme ISO.
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Definizione 1.7 (Prodotto cartesiano). Dati due insiemi A e B si chiama loro prodotto cartesiano, o

semplicemente prodotto, [’insieme, indicato con A x B, delle coppie ordinate il cui primo elemento appartiene
ad A e il secondo a B:
AxBE((a,b)|(ac AN (b eB)).
E una conseguenza immediata della definizione che A x B # B x A. Nel caso particolare che A = B si
scrive anche A% in luogo di 4 x A.
Si possono considerare anche prodotti cartesiani di piu di due insiemi (attenzione all’ordine!) e, nel
caso del prodotto cartesiano di un insieme per se stesso 7 volte si scrivera A” in luogo diA X A X -+ X A.

Definizione 1.8 (Partizione). Se A é un insieme non vuoto, una famiglia { A, } di sottoinsiemi di A si dira
una partizione o ripartizione di A se:

1. Aa;é@Va;
2. AaﬂAﬂ:(b, se a 7 B;
3. UAa =A.

In sostanza una partizione di un insieme € una suddivisione dell’insieme stesso in sottoinsiemi non
vuoti e a due a due disgiunti, in modo che 'unione dei sottoinsiemi riproduca I’'insieme originale. Gli
elementi della famiglia si diranno anche classi.

Esempio 1.6. Sia A I'insieme dei punti di un piano e » una retta dello stesso piano. La famiglia di tutte le
rette parallele a 7 costituisce una ripartizione di A.

Esempio 1.7. Sia Z I'insieme degli interi: la famiglia di insiemi { Z~, {0}, Z" } costituisce una ripartizione
di Z.

Esempio 1.8. Sia A I'insieme di tutte le rette di un piano e A I'insieme di tutte le rette del fascio avente
centro in un punto O qualsiasi. Considerato I'insieme

A, ={r]|r ¢unaretta parallela a una retta r, di A },

la famiglia { A, } ¢ una ripartizione di A.

Esempio 1.9. Sia N* P'insieme dei naturali positivi (cio¢ maggiori di 0) e consideriamo i sottoinsiemi A =
insieme dei pari, B = insieme dei primi, C = insieme dei dispari non primi. Allora la famiglia { A, B, C }
non costituisce una ripartizione di N*, in quanto I’'unione degli elementi della famiglia riproduce N*,
ma lintersezione a due a due non ¢ vuota perché 2€ AAN2 € B.

1.7. Diagrammi di Eulero-Venn e altre rappresentazioni grafiche

In molte situazioni ¢ utile servirsi dei cosiddetti diagrammi di Eulero-Venn per rappresentare gli
insiemi e verificare le proprieta delle operazioni tra insiemi. In questo tipo di diagrammi gli insiemi sono
individuati da regioni del piano delimitate da una curva chiusa. In certi casi si conviene di evidenziare
esplicitamente alcuni elementi di un insieme mediante punti: la cosa ¢ particolarmente utile nel caso di
insiemi finiti, quando si possono anche evidenziare tutti gli elementi degli insiemi stessi. Pur essendo
questo tipo di rappresentazione grafica molto significativa, non bisogna abusarne ed ¢ opportuno prestare
la massima attenzione.
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1.7. Diagrammi di Eulero-Venn e altre rappresentazioni grafiche

I :b
‘o
N

Figura 1.1.: Un insieme con alcuni elementi che gli appartengono ed altri che non gli appartengono

AUB

:

Figura 1.2.: Due insiemi A e B e la loro unione

o
=

Figura 1.3.: Due insiemi A e B e la loro intersezione
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Figura 1.4.: Due insiemi A e B e la differenza A\ B
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AAB

Figura 1.5.: Due insiemi A e B e la loro differenza simmetrica

U

CA

Figura 1.6.: Complementare di un insieme rispetto all’universo U

Nella figura 1.1 & rappresentato un insieme A con evidenziati tre elementi, 4, b, ¢ che gli appartengono
e due elementi e, f, che non gli appartengono.

Nel caso di sottoinsiemi dell’insieme dei numeri reali (tra cui anche N, Z, QQ) spesso ¢ conveniente la
rappresentazione su una retta sulla quale si sia fissato un sistema di ascisse. In casi come questo ¢ utile
rappresentare su una riga I’intera retta con I'indicazione dell’origine e dell’orientamento e su una riga
sottostante ’insieme in considerazione; se gli insiemi sono pitt d’uno si possono usare diverse righe, una
per ogni insieme: questo sistema rende facile individuare intersezioni, unioni, differenze, ecc.

Vediamo il tutto su un esempio. Si considerino gli insiemi A = {x €R|2<x <5} =]2,5]e B =
{2,3,4,6}. Una rappresentazione grafica molto conveniente ¢ quella della figura 1.7.

—1 0 1 2 3 4 5 6 7
A:
B: . . . .

Figura 1.7.: Rappresentazione grafica per sottoinsiemi di R

Si noti, nella figura 1.7, che abbiamo evidenziato il fatto che il punto 5 appartiene all’insieme A4,
mentre il punto 2 non vi appartiene: ¢ opportuno essere molto precisi in questo, anche in vista delle
tecniche da usare nella risoluzione di disequazioni e sistemi di disequazioni.
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Dalla figura 1.7 si deduce facilmente che
— AUB=[2,5]U{6};

— ANB={3,4};
— A\ B =]2,3[U]3,4[U]4,5];

— B\A=1{2,6);

Ricordiamo, infine, che per rappresentare sottoinsiemi di R X R si usa normalmente un piano in cui
si sia introdotto un riferimento cartesiano (di solito ortogonale e molto spesso monometrico) Oxy.

1.8. Relazioni binarie

1.8.1. Definizioni

Definizione 1.9 (Relazione). Siano A e B insiemi non vuoti. Chiamiamo relazione (binaria) tra A e B un
qualunque sottoinsieme, R, del prodotto cartesiano A x B. Se A = B la relazione é detta relazione in A.

Se R ¢ una relazione e (4, b) € R, scriveremo aRb e diremo che a ¢ in relazione con b. Trattandosi
di un insieme, la relazione potra essere data sia specificando I'insieme che assegnando una proprieta
caratteristica che individui gli elementi della relazione, cioe le coppie (4, b) tali che a sia in relazione
con b. In sostanza una relazione ¢ un “legame” tra due insiemi (o all’interno di uno stesso insieme) che
collega, mette in relazione appunto, gli elementi a due a due.

Esempio 1.10. La relazione “<” ¢ una relazione in R, cioe ¢ un sottoinsieme di R x R. Poiché R x R puo
essere rappresentato in un piano in cui si sia introdotto un sistema di coordinate cartesiane ortogonali
(monometrico), potremo rappresentare questa relazione con un sottoinsieme del piano stesso. Si veda la
figura 1.8.

Figura 1.8.: La relazione “<”in R

Esempio 1.11. “Essere parallelo” ¢ una relazione nell’insieme di tutte le rette dello spazio.

Esempio 1.12. “xRy se x + & pari” ¢ una relazione nell’insieme Z degli interi.

Esempio 1.13. “Essere nati nello stesso giorno dell’anno” € una relazione che si puo stabilire in un certo
gruppo di individui.

Una rappresentazione grafica significativa si puo fare per le relazioni tra insiemi finiti, in maniera simile
alla rappresentazione cartesiana sopra considerata. Per esempio sianoA={a, b,c}e B={x,+,#, —}e
consideriamo la seguente tabella a doppia entrata, in cui abbiamo messo gli elementi di A sull’orizzontale
e quelli di B sulla verticale, in maniera simile a quanto si fa con il piano cartesiano.
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* |+ | 3=

al|lb|c

Bastera, a questo punto, segnare nei quadratini se ¢’¢ o no relazione tra un elemento di A e uno di B.
Per esempio la relazione costituita dalle coppie (a,+), (a,—), (£,#), (¢, *) sara rappresentata dalla tabella
seguente.

— |V

# J

+ |V

* N
al|b|c

Le relazioni su un insieme A possono godere di alcune proprieta: elenchiamo quelle che piu ci
interessano.

Proprieta riflessiva Yx € A xRx, ovvero “ogni elemento ¢ in relazione con se stesso”. Un esempio ¢
fornito dalla relazione di parallelismo tra le rette dello spazio: 7 || r € vera per ogni retta r dello
spazio.

Proprieta simmetrica Vx,y €A xRy = yRx, ovvero “se x ¢ in relazione con y, anche y ¢ in relazione
con x”. Un esempio ¢ ancora fornito dalla relazione di parallelismo prima citata: se 7 || s, allora
s|| .

Proprieta antisimmetrica ¥x,y € A xRy AyRx = x =y, ovvero “se x ¢ in relazione con y e y ¢ in
relazione con x, x e y sono uguali”. Un esempio ¢ fornito dalla relazione <: se x <y Ay <x =
x=y.

Proprieta transitiva Yx,y,z €A xRy AyRz = xRz, ovvero se x ¢ in relazione con y e y ¢ in relazione
con z, allora x ¢ in relazione con z. Esempi sono forniti dalle relazioni di parallelismo e < prima
citate.

Per le relazioni su un insieme finito A, la rappresentazione tabulare sopra considerata € particolarmente
utile in quanto permette di verificare subito alcune proprieta della relazione, per esempio in maniera
molto facile la riflessivita e la simmetria. Nelle quattro relazioni rappresentate dalle tabelle seguenti
sull’insieme A = {4, b, c }, la prima € simmetrica e transitiva, la seconda riflessiva, simmetrica e transitiva,
la terza ¢ riflessiva, antisimmetrica e transitiva, la quarta ¢ transitiva.

c c S| c v c J

1_bJJ zb S| 3_b NEa 4_b

Nlal|V |V ’ a S SNV | a S|
a|b|c a |l b|c al|b|c a|b|c
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1.8.2. Relazioni di equivalenza

Un primo tipo di relazioni molto importante nelle applicazioni ¢ quello delle relazioni di equivalenza.

Definizione 1.10 (Relazione di equivalenza). Sia A un insieme non vuoto e R una relazione in A. R é
detta una relazione di equivalenza se gode delle proprieta

— riflessiva,
— summetrica,
— transitiva.

Spesso le relazioni di equivalenza sono indicate con il simbolo ~.
Esempio 1.14. La relazione di parallelismo tra rette dello spazio ¢ di equivalenza.

Se in un insieme A ¢ definita una relazione di equivalenza R, ¢ possibile costruire una speciale famiglia
di sottoinsiemi di A. Precisamente si da la definizione seguente.

Definizione 1.11 (Classe di equivalenza). Sia R una relazione di equivalenza in un insieme A e sia x € A.
Linsieme di tutti gli y che sono in relazione con x si indica con [x] e si chiama la classe di equivalenza
individuata da x, cioé si pone

(1.17) ] (yed| xRy}

Ogni elemento x € [x] si chiama un rappresentante della classe [x].

Non e¢ difficile provare (e lo si puo fare come semplice ed utile esercizio) che la famiglia delle classi di
equivalenza costituisce una partizione di A stesso. Questa famiglia prende il nome di insieme quoziente
di A rispetto alla relazione di equivalenza R. In molte situazioni queste classi di equivalenza prendono
nomi speciali, come risulta dagli esempi che seguono.

— Nell’insieme delle rette dello spazio dove si ¢ introdotta la relazione di parallelismo, le classi di
equivalenza prendono il nome di direzioni.

— Nell’insieme dei piani dello spazio dove si ¢ introdotta la relazione di parallelismo, le classi di
equivalenza prendono il nome di giaciture.

Un esempio molto interessante'®) & costituito dalla seguente relazione nell’insieme N x N delle coppie
di naturali:

(m,n)~(p,q) se n+qg=m+p.

Se rappresentiamo I’insieme N X N sul piano cartesiano, non ¢ difficile verificare che le classi di
equivalenza sono costituite da tutte quelle coppie di naturali che stanno sulle rette parallele alla bisettrice
y = x, come evidenziato nella figura 1.9, da cui si evince altresi che I'insieme delle classi di equivalenza e
una partizione di N x N.

8Si tratta della strategia che porta alla costruzione dei numeri interi relativi a partire dai naturali, ma non intendiamo insistere
su questo fatto.
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Figura 1.9.: Classi di equivalenza della relazione “(m,n)~ (p,q) se n4+q=m+p”inNxN

1.8.3. Relazioni d'ordine

Un secondo tipo di relazioni, anche questo importante nelle applicazioni, ¢ quello delle relazioni
d’ordine.

Definizione 1.12 (Relazione d’ordine). Sia A un insieme non vuoto e R una relazione in A. R ¢ detta
una relazione d’ordine se gode delle proprieta

— riflessiva,
— antisimmetrica,
— transitiva.

Esempio 1.15. Se 2 (A) ¢ I'insieme delle parti di un insieme A, la relazione C ¢ una relazione d’ordine.
Esempio 1.16. Negli insiemi N, Z, Q, R la relazione < ¢ d’ordine.

Le relazioni d’ordine sono di solito indicate con simboli del tipo <: la scritturaa < b si legge a precede
b o anche b segue a. In una relazione d’ordine indicata con <, per indicare che b segue 4 si scrive anche
b>a.

E evidente che se A & un insieme ordinato con la relazione <, ogni suo sottoinsieme & ancora ordinato
con la stessa relazione “ristretta” al sottoinsieme. Useremo continuamente questo fatto.

Una relazione d’ordine si dice totale se dati due elementi a e b, accade sempre chea < bV b <a: in
altri termini una relazione d’ordine ¢ totale se due elementi qualunque sono sempre confrontabili.

Esempio 1.17. Se A ¢ un insieme con un solo elemento, la relazione C in & (A) € d’ordine totale.

Esempio 1.18. Se A € un insieme con piu di un elemento, la relazione C in £ (A) non ¢ d’ordine totale.
Per esempio se A={a,b } siha P2 (A)={0,{a},{b},{a,b}} ed ¢ chiaro che {a} non ¢ contenuto né
contiene {b}.

Esempio 1.19. La relazione < negli insiemi numerici sopra citati ¢ d’ordine totale.
Una relazione d’ordine che non sia d’ordine totale si dice d’ordine parziale.
Definizione 1.13 (Minimo e massimo di un insieme). Sia A un insieme ordinato con la relazione <. Se

esiste un elemento m € A tale che m < x Y x € A, allora m si dice il minimo di A. Analogamente se esiste
un elemento M € A tale che x < M Yx € A, allora M si dice il massimo di A.
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Larticolo determinativo usato sia davanti al minimo che al massimo e giustificato dal seguente teorema
che ne garantisce I'unicita.

Teorema 1.14. Se un insieme ordinato ha minimo e/o massimo, essi sono unici.
Dimostrazione. Se m, ed m, sono due minimi si deve avere
(my 2 my) N(my Zmy),
da cui m = m,, per la proprieta antisimmetrica. Analogo discorso per il massimo. O

Esempio 1.20. Nell’insieme delle parti di un dato insieme A, I'insieme vuoto ¢ sempre il minimo e
I’insieme A stesso ¢ sempre il massimo rispetto alla relazione di inclusione tra insiemi C.

Esempio 1.21. Linsieme dei numeri naturali N ha lo zero come minimo e non ha massimo, rispetto
all’ordine usuale.

Esempio 1.22. Uinsieme degli interi non ha né massimo né minimo rispetto all’ordine usuale.

Come mostrano gli esempi appena considerati un insieme puo tranquillamente non avere massimo
e/o minimo. Per questo motivo si “inventa” un surrogato del massimo e del minimo che gioca un
ruolo simile, ma ovviamente non identico. Purtroppo nemmeno questo surrogato esiste sempre, come
vedremo.

Definizione 1.15 (Minoranti e maggioranti). Sia A un insieme ordinato con la relazione < e B un
sottoinsieme di A (eventualmente coincidente con A stesso). Se esiste un elemento | € A tale che | < x Yx € B,
[ si dice un minorante o #na limitazione inferiore per B.

Analogamente se esiste un elemento L € A tale che x < L Nx € B, L si dice un maggiorante o una
limitazione superiore per B.

Un sottoinsieme B che abbia maggioranti si dice superiormente limitato, #no che abbia minoranti si dice
inferiormente limitato. Se il sottoinsieme ha sia maggioranti che minoranti si dice semplicemente limitato.

E ovvio, considerando il caso B = A, che I'insieme A stesso pud avere come maggioranti solo ’eventuale
massimo e come minoranti solo I’eventuale minimo.

Per un generico sottoinsieme B possiamo considerare I'insieme dei maggioranti e I'insieme dei mino-
ranti (che potrebbero anche essere vuoti). Ha interesse sapere se questi due insiemi hanno, oppure no,
minimo (il primo) e massimo (il secondo).

Definizione 1.16 (Estremo superiore e inferiore). Sia A un insieme ordinato con la relazione < e B un
sottoinsieme di A. Se I'insieme dei maggioranti di B ha un minimo, esso si chiama I’estremo superiore di B
e si indica con sup B; se linsieme dei minoranti ha un massimo esso si chiama I’estremo inferiore di B e s
indica con infB.

Come gia fatto con il massimo e il minimo si puo osservare che ci puo essere al pit un estremo
superiore (o inferiore).

Esempio 1.23. Sia B = { x€EQ|x?<4 } AllorasupB=2e¢infB =—-2.
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Esempio 1.24. SiaB={x €Q|x <0V (x>0Ax?<2)}. Allorainf B non puo esistere perché B non ¢
inferiormente limitato, e non esiste nemmeno sup B, nonostante B abbia ovviamente dei maggioranti.
Lesistenza di sottoinsiemi dei razionali che, pur essendo superiormente limitati, non hanno estremo
superiore ¢ un grave “handicap” dell’insieme dei razionali, ed ¢ per questo che si ¢ costretti a introdurre
P’insieme dei reali, dove le cose vanno in maniera completamente diversa®).

A partire da una relazione d’ordine del tipo che abbiamo introdotto, si puo introdurre una nuova
relazione, che possiamo indicare con <, ponendo

a<b seesolose (aXb)A(a#Db).

Al posto della proprieta riflessiva questa relazione gode della proprieta antiriflessiva: nessun elemento &
in relazione con se stesso. Una relazione siffatta si chiama relazione d’ordine in forma antirifilessiva.

E anche evidente che da una relazione d’ordine in forma antiriflessiva si pud ottenere una relazione
d’ordine usuale: i due tipi di relazioni d’ordine hanno dunque lo stesso contenuto di informazione.

1.9. Funzioni o applicazioni

Richiamiamo qui il concetto di funzione con le proprieta essenziali, riservandoci di ritornarci sopra
in dettaglio nel capitolo 4, vista 'importanza del concetto.

Tra tutte le relazioni che possono intercorrere tra due insiemi, hanno un interesse cruciale le ﬁmzioni o
applzmzzom(lo) in questo testo in partlcolare considereremo le funzioni che collegano tra di loro insiemi
di numeri reali. La seguente definizione riassume quelle che sono le proprieta che ci interesseranno.

Definizione 1.17 (Funzione). Dati due insiemi A e B, si dice funzione di A in B una qualunque legge che
faccia corrispondere a ogni elemento di A uno ed un solo elemento di B.

L’insieme A é detto dominio della funzione, l'insieme B é detto codominio. Se x ¢ un elemento dell’insieme
A ey ¢ l’unico elemento di B che corrisponde ad A, si dice che y é funzione di x e si scrive y = f(x) (leggi:
“y ugnale a effe di x”). L’elemento y di B é anche detto immagine di x tramite f .

La notazione piu completa per le funzioni ¢ la seguente:
f:A— B, x— f(x),
ma spesso si scrive solo

x = f(x),

se gli insiemi A e B sono gia stati precisati o sono chiari dal contesto. Si puo anche dire semplicemente
la funzione y = f(x), anche se questo tipo di scrittura puo6 dar luogo ad equivoci e per questo fatto pud
far storcere il naso ai puristi.

Esempio 1.25. Se A e B sono I'insieme dei numeri reali, si puo considerare la funzione che a ogni numero
reale x fa corrispondere il suo quadrato. In questo caso si dovrebbe scrivere

f:R—ﬂR,xr—)xz

Ritorneremo brevemente su queste considerazioni trattando i numeri razionali e reali.
19T due termini sono qui considerati sinonimi, anche se alcuni riservano il nome di funzioni al caso in cui il dominio e il
codominio sono insiemi di numeri reali.
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ma si puo scrivere anche semplicemente

X*—>X2

oppure (e spesso questa ¢ la notazione usata nei testi di scuola secondaria)

y=x7.

Si noti, nella definizione di funzione, che ¢ obbligatorio che ad ogni punto dell’insieme A corrisponda
esattamente un punto dell’insieme B, cio¢ che ogni punto dell’insieme A sia in relazione con esattamente
un punto dell’insieme B, mentre non ¢ affatto richiesto che ogni punto dell’insieme B sia in relazione
con qualche punto dell’insieme A. In ogni caso I'insieme dei punti di B che ¢ in relazione con qualche
punto di A ¢ molto importante e si da la seguente definizione.

Definizione 1.18 (Insieme immagine). Se /: A — B ¢ una funzione, Uinsieme degli y € B che siano
immagine di almeno un x € A si chiama insieme immagine o semplicemente immagine di A tramite f e si
indica conIm(f") 0 anche con f(A). In formule:

(1.18) Im(f)={yeB|Ix€A, y=f(x)}.

Hanno particolare interesse le funzioni che godono di alcune particolari proprieta aggiuntive, precisa-
mente:

1. funzioni in cui punti diversi del dominio hanno immagini diverse;
2. funzioni in cui ciascun punto del codominio ¢ immagine di almeno un punto del dominio;
3. funzioni in cui ciascun punto del codominio ¢ immagine di un solo punto del dominio.

Diremo iniettive le funzioni che soddisfano al primo requisito, suriettive quelle che soddisfano al secondo,
biiettive o biunivoche quelle che soddisfano al terzo. Segnaliamo, anche se la cosa ¢ evidente, che il
terzo requisito si ottiene quando sono verificati contemporaneamente il primo e il secondo. Nel caso di
funzioni biunivoche si parla spesso anche di corrispondenza biunivoca tra I'insieme A e 'insieme B. Le
funzioni biunivoche sono particolarmente importanti: come vedremo nel capitolo 4 in relazione ad esse
st puo introdurre il concetto di funzione inversa.

1.10. Cardinalita di un insieme

Questo paragrafo contiene solo un cenno molto sommario e informale a questo importante concetto:
sard compito specifico dei corsi universitari trattare in dettaglio ’argomento.
Cominciamo col dare la definizione di equipotenza tra insiemi.

Definizione 1.19 (Insiemi equipotenti). Due insiemi A e B si dicono equipotenti se esiste una corrispon-
denza biunivoca tra i due insiema.

Esempio 1.26. Siano A=1{1,2,3}eB={a,b,c}. Lafunzione definitada f(1)=a, f(2)=b, f(3)=c¢
¢ una corrispondenza biunivoca tra i due insiemi, che dunque sono equipotenti.

Esempio 1.27. Siano A I'insieme dei numeri naturali pari, A= {0,2,4,6,...} e B 'insieme dei numeri
naturali dispari, B=1{1,3,5,... }. La funzione che a ogni elemento 7 di A fa corrispondere il naturale
successivo 7z + 1 ¢ una corrispondenza biunivoca tra i due insiemi, che dunque sono equipotenti.
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Esempio 1.28. Siano A 'insieme dei numeri naturali pari, A = {0,2,4,6,...} e N I'insieme di tutti 1
numeri naturali. La funzione che fa corrispondere ad ogni elemento di A la sua meta € una corrispondenza
biunivoca tra i due insiemi, che dunque sono equipotenti.

Lultimo degli esempi proposti € particolarmente significativo: si puo notare infatti che esso prova che
¢ possibile stabilire una corrispondenza biunivoca anche tra un insieme e un suo sottoinsieme proprio.
La cosa non ¢ possibile per tutti gli insiemi e a questo proposito si da la seguente definizione.

Definizione 1.20 (Insiemi finiti e infiniti). Un insieme si dice finito se non ¢ equipotente a nessun suo
sottoinsieme proprio, cioé se non ¢ possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra I’insieme stesso e
alcun suo sottoinsieme proprio. Un insieme si dice infinito se e equipotente a un suo sottoinsieme proprio.

Linsieme A=1{1,2,3,...,100} ¢ un insieme finito, I'insieme N ¢ un insieme infinito.

Sussiste la seguente importante proprieta degli insiemi finiti: ogni insieme finito A si puo mettere
in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme di N del tipo { 1,2,3,...,7 }, per un unico valore di
n; il numero 7 si chiama la cardinalita dell’insieme A e si scrive |A| = n. Per gli insiemi infiniti si dice
che hanno una cardinalita transfinita. Due insiemi infiniti non sono necessariamente equipotenti: un
esempio famoso ¢ costituito dagli insiemi dei numeri naturali e dei numeri reali. La prova di questo
fatto € un utile esercizio che proponiamo qui di seguito, anche perché e un bell’esempio di dimostrazione
per assurdo.

Supponiamo dunque che sia possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra i numeri naturali e i
numeri reali e rappresentiamo i numeri reali nella loro forma decimale: 2.3, 3, ..., dove @ ¢ un intero
e B4, B35 ... sono le cifre decimali. Potremo cosi costruire una tabella come la seguente:

0— a5-B01 802803 - --
l—>a.81180bys-
2> a,.8518005---
3> 35518585

n Han'lgnllgrﬂlgn}'“

Ora consideriamo il numero reale y.8, 8,85 ... costruito come segue: se @y = Oalloray = 1, altrimenti
y =0; se By, =0 allora 8§ =1, altrimenti §; = 0; se 8;, =0 allora §, = 1, altrimenti 8, = 0; ecc.
Questo numero non puo essere in corrispondenza con nessun numero naturale, perché ¢ diverso da
tutti quelli che compaiono nella tabella precedente o per la parte prima della virgola o almeno per una
cifra decimale. Questo significa che la corrispondenza in questione non puo essere biunivoca.

Questa dimostrazione prova in realta che I'insieme dei numeri reali & pizt numeroso che non quello dei
numeri naturali, ma non insistiamo oltre su questo.

Accenniamo molto sommariamente anche al fatto che nell’insieme dei numeri cardinali si puo
stabilire un ordine: un numero cardinale & (cardinalita di un certo insieme A) ¢ minore a un cardinale 3
(cardinalita di un certo insieme B) se A € equipotente a un sottoinsieme di B, ma non viceversa.

A proposito dei cardinali finiti puo essere interessante osservare che, a partire solo dall’insieme vuoto,
¢ possibile costruire insiemi di cardinalita 7, per ogni valore di 7 € N:
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0,{0}}}]
0.{0}}.{0,{0}.{0.{0}}} }i

Come si puo facilmente dedurre, ogni insieme della tabella ¢ costituito facendo ’'unione degli insiemi
di tutte le righe precedenti. Poiché @ c {#} c {0,{@}} C ..., se ne ricava anche I’ordine “naturale” di
questi cardinali finiti.

Per concludere questi pochi cenni relativi al concetto di cardinalita, ricordiamo che, se un insieme
finito ha cardinalita 7, Pinsieme delle sue parti ha cardinalita 2”, cosa che puo essere provata in vari
modi.

1.11. Esercizi

Esercizio 1.1. Scrivere la negazione di “Qualche ape non ride”.

Risoluzione. Sipotrebbe anche ragionare in termini elementari, ma ¢ preferibile formalizzare il predicato
assegnato usando i simboli della logica. Se consideriamo come universo 'insieme delle api e chiamiamo
P (x) il predicato “x ride”, la proposizione assegnata si puo scrivere

dx taleche —22(x).

La negazione ¢ allora

Vx vale —(=2(x)),

OVVvero

Vx vale 2(x),

che st puo tradurre a parole nella frase “Tutte le api ridono”. O

Esercizio 1.2. Dimostrare le proprieta distributive dell’unione rispetto all’intersezione e dell’intersezione
rispetto all’unione (formule (1.12)):

AUBNC)=(AUB)N(AUC) , AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Risoluzione. 1l modo piu semplice per risolvere esercizi di questo tipo ¢ quello di costruire una tabella
simile alle tavole di verita: si prende un x generico (appartenente all’insieme universo) e ci si chiede:
x € A?, x € B?, ecc., per ognuno degli insiemi coinvolti, esaminando tutti i casi possibili. Successivamente
si controlla che x appartiene al primo dei due insiemi dell’uguaglianza proposta se e solo se appartiene
al secondo. In questi casi, essendoci tre insiemi in gioco, ci saranno 8 (cio¢ 2°) possibilita. Si possono
costruire le tabelle 1.3 e 1.4, che evidenziano come le due colonne segnate con * abbiano gli stesst “valori
di verita”. O
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Tabella 1.3.: Tavola per la verifica di AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

* *
A | B | C |BnC|AUBNC)|AUB | AUC | (AUB)N(AUC)
SI | SI | ST | I SI SI SI SI
SI | SI |NO| NO SI SI SI SI
SI | NO| SI | NO SI ST ST SI
SI | NO | NO | NO SI SI SI SI

NO | SI | ST | sI ST ST SI ST

NO |NO | sI | NO NO NO | sI NO

NO | SI |NO | NO NO SI | NO NO

NO | NO [ NO | NO NO NO | NO NO

Tabella 1.4.: Tavola per la verificadi AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

* *
A | B | C |BUC|ANBUC)|ANB | ANC | (ANB)UANC)
SI | ST | ST | sI SI SI SI SI
SI | SI |[NO| sI ST SI | NO ST
SI [NO| SI | sI SI NO | I SI
SI [ NO |NO | NO NO NO | NO NO
NO | SI | SI | I NO NO | NO NO
NO [NO | SI | sI NO NO | NO NO
NO | SI |[NO| I NO NO | NO NO
NO | NO | NO | NO NO NO | NO NO

Esercizio 1.3. Dati tre insiemi A, B, C, si provi che
(AAB)AC=AA(BAC),
ovvero che vale la proprieta associativa della differenza simmetrica.

Risoluzione. Si puo procedere come indicato nell’esercizio 1.2. Si ottiene la tabella 1.5, da cui si evince
che le colonne segnate con asterisco hanno gli stessi “valori di verita”.

E interessante osservare che A A B A C (avendo dimostrato la proprieta associativa possiamo eliminare
le parentesi) ¢ costituito dagli elementi che appartengono a 1 o a tutti 3 gli insiemi 4, B, C; € questo un
caso particolare di una proprieta generale della differenza simmetrica che si pud dimostrare per induzione
(argomento che esula dagli scopi di questo testo): A; A A, A A;--- A A, ¢ costituito dagli elementi
che appartengono a un numero dispari degli insiemi dati. Per esercizio si puo provare a dimostrarlo
direttamente con 4 insiemi costruendo una tabella come la 1.5. O
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Tabella 1.5.: Tavola per la verificadi AAB)AC=AA(BAC)

. «
A | B | C |AAB|(AAB)AC |BAC |AA(BAC)
SI | SI | SI | NO ST NO ST
SI | SI |NO| NO NO ST NO
SI [NO| SI | sI NO ST NO
SI | NO |NO | sI SI NO ST

NO | SI | ST | sI NO NO NO

NO |NO | SI | NO ST ST ST

NO | SI |[NO | sI SI SI ST

NO | NO | NO | NO NO NO NO

Esercizio 1.4. Siano A, B, C tre insiemi tali che ANB =C, BNC = A, CNA =B. Provareche A=B = C.
Risoluzione.

— SexeA=>xeBNC=>ACBeanche ACC;
—sexe€B=>xeCNA=BCC eanche BCA;
—sexe€C=>x€ANB=C CAeanche C CB.

Si conclude facilmente che A=B =C. O
Esercizio 1.5. Dati tre insiemi A, B, C, si provi che

ANBAC)=(ANB)A(ANC),
ovvero che lintersezione tra insiema é distributiva rispetto alla differenza simmetrica.

Risoluzione. Si puo costruire, molto facilmente, una tabella come la 1.5 oppure dimostrare che un
elemento x appartiene al primo insieme dell’uguaglianza se e solo se appartiene al secondo. In effetti,

— un elemento x appartiene al primo insieme se e solo se x € A e contemporaneamente a uno solo
dei due insiemi B e C,

— un elemento x appartiene al secondo insieme se e solo se x appartiene contemporaneamente ad A
e B oppure ad A e C, ma non a tutti e tre gli insiemi,

ed e evidente che queste due affermazioni sono equivalenti. O
Esercizio 1.6. Date due proposizioni P e £, mostrare che
~(PV-2) ¢ ~P N2

sono equivalenti.
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Tabella 1.6.: Tavola per verificare equivalenza di ~(2 NV -L2) e =P N2

. *
2| 2|-2|PV-2|~«(PV-2)| -2 | -2r2
V|Vv|F \ F F F
V|IF|V \% F F F
F|V| F F \ \ \%
F|F| V v F \ F

Risoluzione. Basta costruire le tavole di verita delle due proposizioni e verificare che esse hanno gli stessi
valori di verita. Si veda la tabella 1.6 O

Esercizio 1.7. Date due proposizioni P e £, costruire la tavola di verita di
PNV (P VL)
Risoluzione. Con il metodo usuale si ottiene la tabella 1.7.

Come si vede la proposizione in oggetto ¢ sempre vera, quali che siano i valori di verita delle due
proposizioni componenti. Una proposizione sempre vera si chiama una tautologia. O

Tabella 1.7.: Tavola di verita di =P NV (P N ~L2)

2|2 |-2|-2|PV-2|-2V(@V-2)
V|Vv| F|F ' \
V|F| F |V ' \
F|V|V | F F \
F|F| V|V \ \

Esercizio 1.8. Date due proposiziont P e £, costruire la tavola di verita di
(PANL)NA(P VL)
Risoluzione. Con il metodo usuale si ottiene la tabella 1.8.
Come si vede la proposizione in oggetto € sempre falsa, quali che siano i valori di verita delle due

proposizioni componenti. Una proposizione sempre falsa si chiama una contraddizione. O

Esercizio 1.9. Siano A, B, C tre insiemi. Provare che

(AUB)xC=(AxC)U(BxC).
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Tabella 1.8.: Tavola di verita di (P NQ)AN—~(P V L)

P 2| PAN2 | PVE | ~(PVE) | (PAA(PV2)
VIiv|] Vv v F F
V|F| F \ F F
F|V| F \ F F
F|F| F F \% F

Risoluzione. Per risolvere questo tipo di problemi conviene provare che se un elemento x appartiene
al primo insieme, appartiene anche al secondo e, viceversa, che se un x appartiene al secondo insieme
appartiene anche al primo, ovvero che

(AUB)x C C(Ax C)U(B x C) e contemporaneamente (AUB) x C 2 (Ax C)U(B x C).

Se x € (AUB) x C, allora x ¢ una coppia del tipo (4, c) oppure del tipo (b,c),cona €A, b €Bec €C;
quindi x € Ax C oppure x € Bx C, ¢, infine, x € (Ax C)U(B x C). Se, viceversa, x € (Ax C)U(Bx C),
allora x € A x C oppure x € B x C, dunque x ¢ del tipo (a,c) oppure (b,c) cona €A, beBeceC;
dunque x e (AUB) x C. O

Esercizio 1.10. Sia A ={3x | x e N}. Trovare una partizione di A in due insiemi infiniti B e C.

Risoluzione. Tra le possibili soluzioni ¢’¢ quella di considerare i multipli pari e dispari di 3: B =
{32n)|neN},C={32n+1)|neN}. O

Esercizio 1.11. Siano A= { x€R|x*—3x+2=0 } eB= { x€R|x®—3x?+2x =0 } Senza risolve-
re le equazioni (cosa del resto non elementarmente possibile) provare che A C B.

Risoluzione. Poiché x® —3x? + 2x = x(x> — 3x + 2), se ne deduce che B = {0} UA, cio¢ che A ¢ un
sottoinsieme di B. Poiché inoltre 0 # A, se ne deduce che A ¢ un sottoinsieme proprio di B. O

Esercizio 1.12. Sia A e B due insiemi costituiti rispettivamente da 17 e 22 elementi. Se AUB ha 30 elementi,
quanti elementi ha AN B¢

Risoluzione. Se A e B fossero disgiunti, la loro unione avrebbe 39 elementi. Se invece AU B ne ha solo
30, significa che 9 elementi sono comuni tra A e B, dunque AN B ha 9 elementi. O

Esercizio 1.13. Siano A, B, C tre insiemi. Provareche ACBNC < ACBAACC.

Risoluzione. Supponiamo che AC BN C, allora ogni x € A stain BN C e quindi sta sia in B che in C;
cio provache ACBNC = ACBAACC. Viceversa se ogni elemento di A sta sia in B che in C, sta
anchein BNC e quindiACBAACC=>ACBNC. O

Esercizio 1.14. Siano A e B due sottoinsiemi dell’universo U. Provare che

1. ACB < (B ClA;
2. A\(BNC)=(A\B)U(A\C);
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3. A\(BUC)=(A\B)N(A\ C);
4. (AUB)xC=(AxC)U(BxC),
5. ANB)x C=(AxC)N(B x C);

Risoluzione. La prima proprieta ¢ di facile verifica, con una tecnica simile a quella dell’esercizio 1.13.
Per le altre si possono costruire delle tavole di verita come quelle considerate nell’esercizio 1.2. O

Esercizio 1.15. In Z si consideri la relazione xRy se x + y é pari. Verificare che é di equivalenza e dire
quali sono le classi di equivalenza.

Risoluzione. Intanto si ha xRx, perché x + x = 2x e 2x ¢ pari, dunque le relazione ¢ riflessiva. Ov-
viamente poi se xRy anche yRx perché x +y =y + x. Infine se xRy e yRz significa che x ed y sono
entrambi pari o entrambi dispari; lo stesso dicasi per y e z e quindi per x e z, dunque xRz e la relazione
¢ transitiva. Sia ha poi [0] = insieme degli interi pari, in quanto 0+ x ¢ pari se e solo se x ¢ pari; inoltre
[1] = insieme degli interi dispari, in quanto 1+ x € pari se e solo se x ¢ dispari. Poiché queste due classi di
equivalenza (tra di loro disgiunte, come ¢ ovvio per le classi di equivalenza) costituiscono una partizione
di Z, esse devono essere le uniche due classi di equivalenza con questa relazione. O

Esercizio 1.16. Si consideri, nell’insieme Q, la relazione xRy se x> > y?. Si dica se ¢ riflessiva, simmetrica,
transitiva.

Risoluzione. Per ogni x € Q si ha x? > x2, dunque la relazione & riflessiva. Si ha 2R1 perché 2% > 12, ma
non 1R2 perché 12 # 22, dunque la relazione non & simmetrica. Se xRy e yRz si ha x? > y? e y2 > 2
dunque anche x? > z% e quindi xRz e la relazione ¢ transitiva. O

Esercizio 1.17. Un esempio di falsa dimostrazione: é molto importante prestare la massima attenzione per
non incorrere in errori logici, spesso difficili da scoprire, nelle dimostrazioni. Si consideri la proposizione:
dimostrare che se una relazione R in un insieme A gode delle proprieta simmetrica e transitiva, gode
anche di quella riflessiva, e la relativa dimostrazione: siano a, b € A tali che aRb. Poiché R ¢ simmetrica
si ha anche bRa. Per la transitivita si ha allora che aRb A bRa implica aRa, cioe che la relazione ¢
riflessiva. Si chiede di trovare errore nella dimostrazione.

Risoluzione. Lerrore consiste nel supporre che, dato a € A, esista sempre b € A tale che aRb. La
cosa non € vera per una generica relazione: possono esistere relazioni in cui qualche elemento non ¢
in relazione con nessun altro elemento. Per questi la dimostrazione proposta non vale e non si pud
concludere che sono in relazione con se stessi. Il teorema sarebbe vero se, nelle ipotest, si aggiungesse
il fatto che ogni elemento deve essere in relazione con qualche elemento (magari anche solo con se
stesso). O

Esercizio 1.18. Dimostrare che la relazione x ~ 1y, se y — x ¢ multiplo di 7, é una relazione di equivalenza
in 7.

Risoluzione.

— Per ogni x €Z sthax —x =0=0x7, dunque x ~ x.
— Se x ~y, st hay —x =7k, con k intero; poiché x —y =7(—k), si ha anche y ~ x.
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— Sex~yAy~z,sihay—x=7hANz—y =7k, con h, k interi; dunque z—x = (z—y)+(y—x) =
7(k+h)equindi x ~ z.

Se ne deduce che la relazione ¢ di equivalenza. O

Esercizio 1.19. Siano A e B due insiemi finiti con cardinalita |A| e |B|. Provare che linsieme delle funzioni
f:A— B ha cardinaliti |B|4.

Risoluzione. Poniamo m = |A| e n = |B|. Per definire una funzione f da A in B dobbiamo decidere
quale degli 7 elementi di B dobbiamo associare a ciascuno degli 7 elementi di A. Ovviamente per
ciascuno degli 7 elementi di A abbiamo 7 scelte e le scelte sono indipendenti: 7 scelte per il primo, 7
scelte per il secondo, ..., 7 scelte per I’m-esimo, dunque in totale 7™ scelte.

Da questo fatto ha origine la tradizione di indicare con B4 I'insieme di tutte le funzioni f: A — B,
notazione mantenuta anche quando A e B non sono entrambi finiti. O

Esercizio 1.20. Dire se la relazione tra Q e Z che a P [q € Q fa corrispondere p —q € Z & 0 no una funzione.

Risoluzione. Non si tratta di una funzione perché, mentre 1/2=2/4, 1 —2 # 2—4, cio¢ ad uno stesso
elemento di Q corrispondono diversi elementi di Z. O
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2. Numeri: dai naturali ai reali

In questo capitolo richiameremo le principali proprieta degli insiemi dei numeri naturali, interi,
razionali e reali. Ci occuperemo delle proprieta pit importanti di ciascun insieme e discuteremo anche,
se pur brevemente, il percorso logico che porta ad estendere il concetto di numero, a partire dai naturali.
Sui numeri naturali ci dilungheremo un po’, per I'importanza di fissare le notazioni e perché troppo
spesso le conoscenze relative sono superficiali. Trattando 1 numeri reali presenteremo, con un certo
dettaglio, le proprieta dei radicali, vista la loro importanza nelle applicazioni. Per avere un’idea, almeno
a livello intuitivo, di come si possano introdurre i numeri reali, presentiamo anche una breve trattazione
della rappresentazione decimale dei numeri.

2.1. | numeri naturali

“Dio ha fatto 1 numeri naturali, tutto il resto ¢ opera dell'uomo”: in questa celebre frase di Leopold
Kronecker (1823-1891) € contenuta I'idea che 1 numeri naturali sono un concetto primitivo, in un certo
senso innato nell’'uomo. Studi abbastanza recenti (vedi per esempio alcuni risultati in Keith Devlin, [5])
provano che anche i bambini neonati hanno la capacita di “contare” fino a due o tre, e che molti animali
riescono a farlo, seppure sempre in maniera piu approssimata man mano che si cresce oltre il tre.

In realta il significato della affermazione di Kronecker € un po’ piu complesso, in quanto Kronecker,
in contrasto con Cantor e rifacendosi alle idee pitagoriche, voleva che ’aritmetica e ’analisi venissero
basate sui numeri interi: egli rifiutava la costruzione dei numeri reali comunemente usata dai matematici
del tempo e invocava una rivoluzione aritmetica che avrebbe dovuto mettere al bando come inesistenti i
numeri irrazionali.

Giuseppe Peano (1858-1932) per i suoi fondamenti dell’aritmetica sceglie tre concetti primitivi:

— zero;
— numero (intero non negativo);
— la relazione “essere il successivo di”.

Questi concetti soddisfano i seguenti cinque postulati:

Zero ¢ un numero.

Se 4 ¢ un numero, il successivo di 4 ¢ un numero.

Zero non e il successivo di nessun numero.

Due numeri, i cui successivi sono uguali, sono essi stessi uguali.

Se un insieme S di numeri contiene zero e contiene anche il successivo di ogni numero contenuto
in S, allora ogni numero € contenuto in S (assioma di induzione).

Aol B

Non saremo naturalmente interessati a discutere in dettaglio la costruzione di Peano dei naturali:
I’abbiamo menzionata solamente per dare un’idea del fatto che una sistemazione assiomatica di questo
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fondamentale concetto non ¢ per niente semplice. Segnaliamo solo che un sistema per costruire operati-
vamente 1 numeri naturali potrebbe essere quello di considerare la cardinalita dei seguenti insiemi (vedi
la discussione nella pagina 28 del Capitolo 1): 0,{0},{0,{0}},...

Per 1 nostri scopi, comunque, quello che interessa sono alcune delle proprieta dei numeri naturali e
precisamente:

— 1l fatto che, come insieme, 1 naturali hanno una certa cardinalita;

— 1l fatto che 'insieme dei numeri naturali ¢ un insieme ordinato con certe caratteristiche;

— il fatto che sull’insieme dei naturali si possano eseguire le operazioni di somma e prodotto le quali
godono di certe proprieta;

— come conseguenza delle proprieta delle operazioni, la possibilita di risolvere certe equazioni e
I'impossibilita di risolverne altre.

2.1.1. La cardinalita dei naturali

L’insieme dei numeri naturali, che indichiamo con N, € un insieme infinito ed ¢ anzi il “piu piccolo”
degli insiemi infiniti: ogni altro insieme infinito o ¢ equipotente all’insieme dei naturali, o ha un
sottoinsieme equipotente all’insieme dei naturali. La cardinalita dell’insieme dei naturali si indica con il
simbolo &,. Dunque ogni insieme transfinito ha cardinalita maggiore o uguale ad X,. Un insieme che
abbia cardinalita R, si dice anche numerabile e il motivo di questo nome ¢ palese.

2.1.2. L'ordine nei naturali

Nell’insieme N ¢ definito un ordine totale, detto ordine naturale che, nella forma antiriflessiva denotata
con “<” (piu comoda sui naturali che non quello nella forma riflessiva), gode dunque delle seguenti
proprieta:

1. proprieta antiriflessiva: Nn €N, n £ n;

2. proprieta antisimmetrica: Ym,n €N, (m <n=n £ m);

3. proprieta transitiva: se m,n, pEN,(m <n)A(n< p)=>(m < p);

4. proprieta di tricotomia: dati due naturali m ed » si ha m < n, oppure m = n, oppure n < m.

Lordine gode inoltre delle seguenti ulteriori proprieta:

5. ogni numero naturale 7z ha un immediato seguente, 7 + 1;

6. ogni numero naturale 7z > 0 ha un immediato precedente, 7 — 1;

7. ogni sottoinsieme non vuoto di N ha un minimo, in particolare N ha 0 come minimo;
8. ogni insieme non vuoto e superiormente limitato di N ha un massimo.

Sussiste poti il Principio di induzione di cui pero in questo testo non ci occuperemo.

2.1.3. Le operazioni nei naturali
Cominciamo con il richiamare la nozione di operazione (interna) su un insieme.

Definizione 2.1 (Operazione interna). Dato un insieme A, si chiama operazione (interna) in A ogni
funzione p: A x A— A. Le funzioni di questo tipo si sogliono, abitualmente, indicare con simboli come o,
+, X, /, ecc.
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Ricordiamo anche che, invece di scrivere z = ¢(x,y) per indicare 'immagine della coppia (x,y)
tramite la funzione (operazione) ¢, si scrive z = x +7y, z = x X, ecc., ovvero il simbolo che rappresenta
la funzione si interpone tra i due elementi della coppia su cui agisce. In molti casi non si utilizza
alcun simbolo, come per esempio nella moltiplicazione dove i due elementi della coppia vengono
semplicemente scritti uno di fianco all’altro: z = xy. Ci sono anche altri modi di indicare le operazioni,
ormai entrati nell’'uso comune. Un esempio importante ¢ quello dell’elevazione a potenza, dove il
simbolo usuale, a tutti noto, ¢ x”.

Nell’insieme dei naturali sono anzitutto definite le operazioni di addizione e moltiplicazione: nell’addi-
zione il risultato dell’operazione si chiama somma dei due numeri, che prendono il nome di addendi; se
gli addendi sono a e b, la somma di indica con a 4 b. Nella moltiplicazione il risultato della operazione
st chiama prodotto dei due numeri, che prendono il nome di fattori; se 1 fattori sono a e b, il prodotto st
indica con a x b, oppure con a - b, oppure pitt semplicemente con 2b'"). Queste operazioni godono
delle seguenti importanti proprieta.

1. Proprieta associativa:
Va,b,ceN, (a+b)+c=a+(b+c); (ab)c=a(bc);

questa proprieta consente di evitare I'uso delle parentesi nelle addizioni o moltiplicazioni ripetute:
hanno dunque senso le scritture a + b + c e abe.
2. Proprieta commutativa:

Va,beN, a+b=b+a; ab=ba.

3. Esistenza dell’elemento neutro:

VaeN, a+0=a; al=a.
4. Proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione:

VYa,b,ceN, a(b+c)=ab+ac.
5. Legge dell’annullamento del prodotto:
ab=0(@a=0)V(b=0).

6. Legge di cancellazione della somma:

atc=bt+c=a=0b.

Le operazioni che stiamo trattando si chiamano addizione e moltiplicazione, mentre somma e prodotto si riferiscono al
risultato delle operazioni. Tuttavia spesso si usano i termini somma e prodotto anche per indicare le operazioni, anche se si
tratta di un abuso di linguaggio. Anche noi ogni tanto faremo cosi.

?Non tutti concordano nel ritenere che I'insieme dei naturali comprenda lo zero. 1l discorso che abbiamo fatto a proposito di
una possibile costruzione dei naturali come cardinalita di certi insiemi, rende opportuna invece I'inclusione dello zero
in N. Tuttavia esistono altre considerazioni che porterebbero alla sua esclusione, e dunque il fare una scelta o I’altra ¢
sostanzialmente questione di gusto: per questo € molto importante controllare, nell’elenco delle notazioni, qual ¢ la
convenzione seguita nel testo che si sta consultando.
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7. Legge di cancellazione del prodotto:
(c#0)=> (ac=bc=a=Db).
8. Compatibilita dell’ordine con I’addizione:
a<b&oatc<b4c
9. Compatibilita dell’ordine con la moltiplicazione:
(c>0)=>@@<bs=ac<bo).

Lintroduzione delle due operazioni di addizione e sottrazione rende I'insieme dei numeri naturali una
struttura algebrica, molto semplice: si tratta precisamente di un monoide o semigruppo abeliano dotato di
unita rispetto ad entrambe le operazioni. La necessita di avere a disposizione strutture algebriche sempre
piu ricche € uno dei motivi che portano ad ampliare I’insieme dei numeri in uso nella matematica.

2.1.4. Le prime equazioni nei naturali

Lintroduzione delle operazioni di addizione e moltiplicazione ci conduce immediatamente a conside-
rare problemi come i due seguenti:

1. dati due numeri naturali @ e b determinare, se esiste, un numero naturale x tale che x + b = a;
2. dati due numeri naturali @ e b determinare, se esiste, un numero naturale x tale che x - b = a.

Si tratta dei primi esempi di equazioni in una incognita: esse conducono, rispettivamente, all’introdu-
zione delle operazioni di sottrazione e di divisione, anche se il termine “operazione” € inappropriato,
secondo la definizione 2.1 che abbiamo dato; infatti né la sottrazione, né la divisione sono definite in
tutto N x N. Si danno precisamente le due seguenti definizioni.

Definizione 2.2 (Sottrazione). Dati i num