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Testo

Sia p(z) un polinomio a coefficienti interi e a # b due interi tali che p(a) = b e p(b) = a. Provare
che esiste al pit un intero ¢ tale che p(c) = c.

(Esercizio prelevato da: Poloni, F., Z-trucchi.)

Soluzione

Si tratta di una dimostrazione di unicita, quindi un c¢ che verifichi le condizioni richieste potrebbe
non esistere affatto. Bisogna prestare molta attenzione a questo fatto nei problemi, per non cadere in
grossolani errori.

Se un ¢ con le caratteristiche richieste, cioé tale che p(c) = ¢, esiste, allora

c—alplc)=—pla)=c—b A c—=b|p(c)—pb)=c—a.

Questo implica che sia

c—b c—a
che
c—a c—b

sono interi. Ma questo é possibile solo se sono entrambi 1 o —1. Ne segue

c—b=c—a= a=>bnon accettabile per ipotesi
c—b=%(c—a) = a+b
c—b:—c+a:>c:?

Dunque se c esiste si ha necessariamente ¢ = @ +b/2, cioé I'unicita di ¢. Si noti perd che un tal ¢
potrebbe non essere intero e quindi non soddisfare le condizioni del problema.
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