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In questo breve articolo propongo alcuni suggerimenti di carattere esclusivamente
pratico da utilizzare nel calcolo della derivata di funzioni composte, nel caso di funzioni
di R™ in R™.

Sia f: A C R" — R™ una funzione di n variabili, a valori in R™, funzione che potremo sempre
pensare costuituita da una m-upla di funzioni di R™ in R, cioé di funzioni a valori reali. Se
indichiamo con & = (1, T2, ..., ) i punti® di R” e con ¥ = (y1, y2, -- -, Ym) i punti di R™,
potremo scrivere la funzione come :

y].:fl(l‘].qu)"'vxn)

y2:f2(ac1,$2,...,:v )
(1) f:Z—y=f(¥), ovvero f:Z— . "

Ym = fm(xla T2y « vy l’n)

Come ¢ abitudine, potremo anche parlare della funzione f scrivendo i = f(Z), e dire che & ¢ la
variabile indipendente, mentre ¢ é la variabile dipendente.

Nel seguito, per semplicita, ci limiteremo a considerare solo funzioni definite in tutto lo spazio:
I’adattamento a funzioni definite in un sottoinsieme & elementare ed é lasciato al lettore.

Consideriamo due funzioni f e g; sappiamo che é possibile considerare la composta g o f se
I'immagine della prima funzione (quella piu interna, cioé la f) & un sottoinsieme del dominio della
seconda (quella piu esterna, cioé la g). Quando si considerano funzioni composte ¢ opportuno
riservare il nome & per la variabile indipendente della prima funzione e il nome ¢ per la variabile
dipendente della seconda, usando un diverso nome, per esempio 2’ per la variabile intermedia, che
é la variabile dipendente della prima funzione e la variabile indipendente della seconda.

2) g1 .z 9 5.

detta h = g o f la funzione composta, avremo naturalmente

(3) "y,

e potremo scrivere § = g(2), z = f(Z), ¥ = h(Z) = g(f(7)).
Quindi la funzione composta si potra costruire solo se

fiR" -RP e ¢g:RP - R™,
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!'Normalmente i punti di R™ o di R™ sono rappresentati come vettori colonna; qui li scriviamo come vettori riga
per comodita tipografica.
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con p valore comune delle dimensioni del codominio di f e del dominio di g. La composta sara una
funzione

(4) h: R" — R™.

Il problema di cui vogliamo occuparci € il calcolo delle derivate (in generale parziali) della funzione
composta, passando attraverso le derivate delle due funzioni componenti, tenendo anche conto del
fatto che ciascuna delle funzioni é in genere composta da piu funzioni a valori reali. In particolare

si avra:

— f={(f1, fas .-, fp), e clascuna della delle f; avra n derivate parziali
ofi 0f; ofi
dry Oz, 7 Ox,’

— 9= (91, 92, - -, gm), € ciascuna delle g; avra p derivate parziali
0z 0zy 7 0z,

— h = (h1, ha, ..., hyn), e ciascuna della delle h; avra n derivate parziali
Ox, Oxy’ 7 Oz,

Le derivate della funzione composta si possono calcolare passando attraverso le derivate delle
funzioni componenti nell’ipotesi di differenziabilita delle funzioni componenti stesse (in punti corri-
spondenti) e, praticamente, per calcolare la derivata di una delle h, per esempio h;, rispetto a una
delle sue variabili, per esempio x; ovvero

Oh;

si deve

— scrivere in un vettore riga le derivate parziali solo della g; rispetto rispetto a tutte le sue p

variabili:
0z, 0zy  0z,)’
— scrivere in un vettore colonna le derivate parziali di tutte le p componenti di f, (f1, f2, ..., fp)

solo rispetto a z;:

N
83:]-
dfa
(7) 0z

oty

Ox;

— fare il prodotto scalare dei due vettori, tenendo ovviamente conto che la derivata della h; va
calcolata in Z, le derivate di della g; vanno calcolate in ¢t = f (Z), mentre le derivate delle
componenti di f vanno calcolate in Z.
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Si ottiene:

Ohi _ 09i0f _0g:0f 0901,

= + T :
Oz; 0z 0x; 0zy0ux; 0z, 0z;

(8)

Naturalmente non ¢é escluso che qualcuna delle derivate sia una derivata ordinaria, anziché
parziale: bastera sostituire la 0 con la d.

Si noti che p ¢ il numero comune di colonne del primo vettore (vettore riga) e di righe del
secondo vettore (vettore colonna), come deve essere nel prodotto righe per colonne di matrici, di
cui il prodotto scalare ¢ una caso particolare.

Esempio 1. Sia f: R — R?, Z = (fi(x), fa(), f3(2)) e g: R® — R, y = g(2) = g(21, 22, 23).
Allorah=go f: R—>R,y=h(z) e

dfi
dx
dh_<‘99 99 ‘99> dfe | _ 99 dfi | Ogdfs  Ogdfs
de  \0z 02y 0z) | dz | 0z dz 0Oz dx = Oz da’
dfs

dx

dove abbiamo omesso di indicare il punto dove le derivate vanno calcolate. In un caso come questo
spesso la variabile x viene indicata con t e la funzione f é detta una curva dello spazio.

Esempio 2. Sia f: R? — R?, Z = (fi(x1,72), fo(z1,22)) € g: R* = R, y = g(2) = g(z1, 22).
Allora h = go f: R? = R, y = h(x1,22) e

oh
Oh _ (09 0g)\ |0 | _090h  090f
Oz, \0z 0z) | 0fe | 02 0w, 0z, 0xy’
Oz,
9fi

oh  (0dg Og Oxy | 0g 0fi  0g Ofa
Iz, (821 8z2> ofs | 0z, Oz, - Dzo Oz
O0xy

Per rendersi conto a livello puramente intuitivo del senso delle formule indicate, esaminiamo
in dettaglio I'ultima. Essa si puo leggere pensando che h dipende da x2 non direttamente, ma
attraverso le due f, f1 ed f2, che sono state “sostituite” al posto delle due variabili della ¢g: dunque
per derivare la h rispetto a xa dovro derivare la g rispetto alle sue due variabili e poi le due f, fi
ed fo, rispetto alla variabile interessata alla derivazione, cioé rispetto alla x-.

Un po’ di pratica rendera il tutto quasi automatico. .. !
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