Osservazioni sulle funzioni composte
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Scopo di questo articolo ¢ di trattare alcuni problemi legati alla derivabilita delle
funzioni composte, nel caso di funzioni di R” in R™. Non si pretende di fornire una
trattazione sistematica ed esaustiva, ma solo di evidenziare i concetti fondamentali.

Introduzione

La composizione ¢ una operazione di enorme importanza nel costruire nuove funzioni. In questo
articolo mi occupo solo di funzioni di R™ in R™, e in particolare di questioni connesse alla derivabilita.
Anche in questo tipo di problemi emerge I'importanza del concetto di differenziabilita, rispetto a
quello semplice di derivabilita, in particolare quando si passa da funzioni di una variabile a funzioni
di pit variabili.

Per completezza richiamiamo innanzitutto brevemente la definizione di funzione composta. Siano
f:A— Beg: C— D due funzioni e supponiamo che f(A) C C. Allora ¢ possibile costruire la
funzione composta h: A — D, che ad ogni = di A faccia corrispondere il punto g(f(z)) in D. 1l
valore g(f(z)) ¢ calcolabile perché, per ipotesi, f(A) C C. La funzione h si chiama composta di f e
g e si scrive

(1) h=gof.

Ricordiamo altresi che una funzione f: R™ — R™ pud essere sempre assegnata come una m-upla
di funzioni di R” in R:

1 - fl(x17x27"'7xn)
y2 = fo(xr,22,...,20)
(2) iR = R™,  (z1,22,...,%,) — { . i "
Ym = fm(x17x27'--a$n)

Sono particolarmente importanti i casi di funzioni di R in R? o R? (curve del piano o dello spazio)
e di R? in R? (superfici dello spazio). In questi casi si usano di solito le notazioni seguenti:

: — R? T =h o anche ¢ — z =a(t)
(3a) ftICR—-R* ¢ {yzfz(t) , he ¢ {y:y(t) )
z = fi(t)) z = w(t)
(3b) frICR—R t—={ y=folt) ,oanchet—{ y=y(t) ,
z = f3(t) z=z(t)
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m:fl(uuv) .%':HJ(’U,,U)
(3c) f:ACR? = R3 t—{ y=fo(u,v) , oanchet— < y=1y(u,v)
Z:fg(u,1}> Z:Z(U,U)

o altre simili, che risulteranno chiare dal contesto.
Le variabili ¢, u, v si chiamano parametri e le (3a) e (3b) si chiamano equazioni parametriche
della curva, mentre le (3c) si chiamano equazioni parametriche della superficie.

1 Esempi

1. Date le funzioni
[R—-R, f(z)=sinz e ¢g:R—-R, g(z) =z,

possiamo considerare entrambe le funzioni composte

h=fog:R—R, h(z)=sin¥z, e l=gof:R—R,I(z)= Vsinz.

2. Date le funzioni
f:RE SR, f(z,y)=2>—2y e g:R—=R, g(z)=cos(3z? — z),
possiamo considerare la funzione composta
h=gof:R* =R, h(z,y) = cos (3(z* — zy)? — (2? — xy)) = cos(3z* — 623y + 322y — 2% + xy),

mentre non ha senso la funzione composta nell’ordine inverso.

3. Date le funzioni

xr = cost
y=—t>

)

fiR* SR, f(r,y)=a2"—zy e g:R—R% g(t)Z{

possiamo considerare sia la funzione composta
h=fog:R—R, h(t) = (cost)? — (cost)(—t%) = cos®t + t* cost,

che la funzione composta nel’ordine inverso
I1(z,y) = cos(z? — zy)
— . o2 2 _ 1\, Y )
l=gof:R* =R Il(z,y) = { lo(z,y) = _($2 —xy)2 _ —374+2a:3y—x2y2

4. Date le funzioni

:R2—>R, x, =22 —y% e :R2—>R2, x, :{gl(x,y):xy
f fla,y) y g 9@ Y) = ) =y -z

)

possiamo considerare la funzione composta
h=fog:R* =R, h(z,y) = (zy)” — (y — 2)” = 2" — y* + 22y — 2*,

mentre non ha senso la funzione composta nell’ordine inverso.
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5. Date le funzioni

B2, R2 _J hlmy)=x+y B2, R2 _ | ai(z,y) =2y
fR ]R,f(x,y)—{ f2(x,y):$2y € gR Rjg(x’y)_{QQ(.’If,y):y—l' )

possiamo considerare sia la funzione composta

oo _ @y =(ey) +(y—2)=ry+y—z
h=fog:R* = R? h(z,y) = { ha(z,y) = (29)2(y — o) = 223 — 23y?

)

che la funzione composta

_ 2 m2 ] h(zy) = (2 +y)(2Py) = 23y + 22y?
l=gof:R HR’l(x’y)—{ lo(z,y) = (a%y) — (z+y) =2’y —z—y

6. Date le funzioni

x(t) = sint
[iR =R, flry,2)=x+2yz ¢ g:R—-R% gt)=1{ y(t)=1>
z(t)=1—1t

possiamo considerare sia la funzione composta
h=fog:R—=R, h(t)=sin(t) + 2t>(1 — t) = sint + 2t* — 2t3,
che la funzione composta

li(x,y,z) =sin(x + 2yz)
=gof:R3 =R I(z,y,2) = la(z,y,2) = (x4 2y2)? = 22 + dzyz + 4y?2>
ls(x,y,2) =1—(x+2yz)=1—2 —2yz

7. Date le funzioni

x(u,v) = u+sinv
[iRP =R, flzy.2)=c+2yz e g:R* >R’ gu,v) =4 ylu,0)=u+v |
z(u,v) =u—v
possiamo considerare la funzione composta

h=fog:R* =R, h(u,v) = (u+sinv) + 2(u+ v)(u — v) = u + sinv + 2u® — 20%.

8. Date le funzioni

z(t) =
[iR? =R, f(z,y) =z +sin(zy) e g:R—-R g(t) =14 y(t)=1t> ,
2(t) =13

possiamo considerare la funzione composta

hi(z,y) = x + sin(zy)
h=gof:R* = R3 h(z,y) =< hol(z,y) = (z + sin(zy))?
hs(z,y) = (z + sin(zy))3
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2 Continuita e derivabilita

La composta di due funzioni continue € ancora una funzione continua. Purtroppo, invece, la
composta di due funzioni derivabili parzialmente non é generalmente una funzione derivabile par-
zialmente, anzi potrebbe non essere nemmeno continua. Si possono, a questo proposito, considerare
diversi esempi, tra cui il seguente.

Siano date le funzioni

2

f:R? >R, flz,y) = at +y2’ se (2,9) #(0,0) e g:R—R? g(t)
0, se (x,y) =(0,0)

I
—N
&
—~
N
Il
~

e consideriamo la funzione composta

/2 se t#0
h=fog:R—=R, h(t):{()/ se tiO ’

funzione palesemente non derivabile in 0 in quanto nemmeno continua.
La funzione f ¢ parzialmente derivabile nell’origine rispetto a ogni direzione; detto infatti @ = (I, m)
un versore di R?, la direzione orientata r per l'origine, di versore @ é:

.- =1t
Tl y=mt

Dunque la funzione subordinata da f su questa direzione ¢
1%t

ft,mt) = & %2 + m?

0 se t=0

se t#0

E immediato provare che questa funzione ¢ derivabile per ogni @ = (I, m) e che, di conseguenza, si
ha

af 12
%(0,0) =3 se m # 0
%(0,0) =0, se m=0

D’altro canto la funzione g é palesemente derivabile, anzi differenziabile in quanto funzione di
una sola variabile(!), e ha derivata data da

Dunque la funzione composta tra la f, che é parzialmente derivabile lungo ogni direzione orientata
per lorigine, e la funzione g, addirittura differenziabile ovunque, non é derivabile (anzi nemmeno
continua): si usa dire che le funzioni derivabili non sono stabili per composizione.

E questo uno dei motivi (non ¢é I'unico) che rendono il concetto di derivata parziale troppo debole
per poter essere considerato la generalizzazione del concetto di derivata introdotto per funzioni
di una variabile. Infatti, nel caso di funzioni reali di una sola variabile reale, la composta di due
funzioni derivabili & derivabile, cosa che, come abbiamo visto, non succede in piti dimensioni.

Vale invece il seguente teorema che richiede la differenziabilita, anziché la semplice derivabilita.

'Ricordiamo che per una funzione di una sola variabile reale la derivabilita implica sempre la differenziabilita,
indipendentemente da quale sia il codominio.
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Teorema 1. Siano f: A C R"™ — RP una funzione differenziabile in o € A e g: B C RP — R™,
una funzione differenziabile in 4o = f(Zo) € B; sia inoltre h = go f: A C R™ — R™ la funzione
composta di f e g. Allora h & differenziabile in Xy e si ha

(4) dhfo (f - 50) = dngo (:’7_ 50) © dffo (i} - fﬂ)

Siccome la differenziabilita implica l'esistenza delle derivate (eventualmente parziali se si tratta di
funzioni di pin variabili), ne concludiamo che per funzioni differenziabili le derivate parziali possono
essere calcolate non solo direttamente, scrivendo esplicitamente la funzione composta come abbiamo
fatto negli esempi del paragrafo 1, ma anche applicando (in maniera opportunal) la formula (4).

Per i piu volenterosi proporremo piu avanti, vedi il paragrafo 3, una tecnica generale, basata sulle
matrici jacobiane, per 1'uso efficiente della formula (4). Qui ci limitiamo a esporre le regole nei casi
di uso pitt comune.

1. Siano f una funzione reale di due variabili, (z,y) — f(x,y), e g una funzione di una variabile,
x — g(z), e consideriamo la funzione composta h di R? in R, h(z,y) = (go f)(z,y) = g(f(z,7)).

Allora
Oh af oh

%(ZE,Z/) = g’(f(x,y))%(x,y), %(ajvy) = g/(f(xvy))gz:(xvy) :

2. Siano f una funzione reale di due variabili, (z,y) — f(z,y), e g: R — R?, g(t) = (g1(t), g2(t)) una
curva del piano. Consideriamo la funzione composta h di R in R, h(t) = (f o g)(t) = f(g1(t), g2(t)).

Allora
_of of

W(t) = %(gl(t%m(ﬂ)gi (t) + @(91(15)792@))95@) .

3. Siano f una funzione reale di due variabili, (z,y) — f(z,y), e g una funzione di R? in R?
g(z,y) = (gl(az,y),g2(ac, y)) Consideriamo la funzione composta h = f o g di R? in R, h(z,y) =

f(gl (z,9), g2(x, y)) Allora

55 @) = 5-(91(@,9), 92(w,y)) 5= (2, y) + @(gl(fv,y),gg(:v,y))%(wv Y)
g;b('rvy) = gi(gl('xvy)ng(xay))({;g;(x7y) + %(gl(xay)>g2(x>y))%?(x7y) :

3 Matrice jacobiana

Ricordiamo che, per una funzione f di R™ in R™ si pud definire, in un punto &y dove esistono le
derivate parziali, la seguente matrice, detta matrice jacobiana.

on on  oh
dxr, Oz, = Oz,
9f2 0f2 of2
(5) J(7p) = | 0zy Ozy = Oz, |,
Ofm  Ofm O fm
ox, Ozy = Oz,
dove f1, fa, ..., fm sono le componenti della funzione f e tutte le derivate sono calcolate in Zy.

In termini di matrici jacobiane il teorema sul differenziale di una funzione composta si pud scrivere
come segue.

(6) Jn(Zo) = J4(%0)J£(Zo) »
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cioé la matrice jacobiana della composta é il prodotto delle matrici jacobiane delle due funzioni
componenti: é questo, nella sostanza, il teorema di derivazione delle funzioni composte.

Non ¢ difficile verificare che le formule riportate sopra per le derivate di particolari funzioni
composte non sono altro che casi particolari di questo risultato generale. Lo vediamo su un esempio
specifico, precisamente ’esempio 3.

Si ha o7 o/
Ji(z,y) = <3$( ) s By - (z y)) :
e quindi 5 5
Jf(gl(x,y),gg(a:,y)) = (d;‘(gl(xvy%g?(x?y))a é;(gl(x7y)792(x7y))> :
Si ha poi
p ey L)
O Y By Y
To(@y) = 992 o
87(96’ ) @(:c,y)

Tenendo conto che
Jh(xa y) = Jf(gl(l', y)a 92($, y))‘]g(xv y) 5

si ottiene, mediante il prodotto righe per colonne (matrice 1 x 2 da moltiplicare per una matrice
2 x 2),

In(z,y) = <g£(91(fc,y) g2(, y))aag a (91 z,y), g2(w y))%(w,y) ,
g‘i(gl(ﬂf?y) g2(,y )% z,y) + gg(91(%?/)792(%?/))%?(%@) :

cioé esattamente le due derivate parziali della funzione h gia trovate precedentemente.
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